序 


砂 数 前 近 论 有 着 仍 久 的 历史 。 半 个 多 世纪 以 来 的 不 断 改 
展 ,已 经 使 它 成 为 一 个 既 富 有 深刻 理论 内 容 . 又 有 着 巨大 应 用 、 
价值 的 分 析 数 学 分 支 。 特 别 , 自从 1968 年 国外 创办 这 近 论 杂 
志和 以 来 ， 这 门 数学 的 各 种 科研 成 果 ， 犹 如 雨后春笋 ， 美 不 胜 
收 。 近 年 来 我 们 国内 的 逼近 论 研究 工作 者 队伍 也 在 日 益 成 长 
发 展 着 。 

疗 国 外 的 情况 一 样 ,国内 办 有 计算 数学 专业 的 高 等 院 校 ， 
近年 来 都 开设 了 通 近 论 课程 。 本 书 作 者 们 总 在 吉林 大 学 相继 
开 谈 此 课程 达 十 余 次 。 本 书 的 基本 题材 内 容 ， 便 是 根据 历年 
所 用 教材 经 过 多 次 修改 增订 而 成 。 

作为 一 本 逼近 论 基 础 理论 参考 书 或 自学 工具 书 ， 我 们 认 
为 有 必要 较 全 而 地 向 读 省 展示 这 门 数 学 最 基本 最 重要 的 知识 
内 容 ， 司 时 也 必须 尽 可 能 帮助 读者 领会 和 掌握 这 门 数学 所 独 
有 的 方法 与 技巧 。 正 是 采 歌 这 样 的 观点 ,所 以 在 本 书 中 ,除了 
专 章 介绍 十 分 有 用 的 拜 条 函数 方法 与 非 线性 还 近 方 而 的 基础 
知识 之 外 ， 圭 别 还 着 重 讲 解 了 函数 构造 论 筹 方面 的 古典 理论 
成 果 与 方法 。 此 外 ， 本 书 还 介绍 了 一 系列 显 式 表示 的 台 近 方 
法 与 通过 算 子 ， 因 为 这 些 方法 与 算 子 具有 计算 上 的 能 行 性 ， 
对 希望 应 用 远近 论 工具 的 科技 工作 者 说 来 ， 显 然 是 最 受 欢迎 
的 。 

本 书 各 章 之 求 莉 办 有 难 易 不 均 的 习题 。 这 些 习 题 仅 供 自 
学 者 参 演 练习 之 用 。 其 中 有 一 些 个 别 难 蚁 ， 如 果 读 者 一 时 不 
能 顺利 地 和 解 出 , 那 也 不 月 气 包 , 因 为 那些 命题 原 是 往年 人 家 论 


» 


lly 


文中 的 科研 成 果 , 作 这 样 的 习题 就 等 于 练习 做 科学 研究 。 
由 于 我 们 把 讲义 教材 发 展 成 为 书稿 形式 的 时 间 过 程 较为 
仓促 , 再 加 上 理论 水 平 有 限 ， 所 以 书 中 难免 会 有 缺点 和 错误 ， 
希望 读者 同志 们 批评 指正 。 
徐 利 治 王仁 宏 周 蔓 时 
1980 年 6 月 于 大 过 
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第 一 章 插值 方法 


插值 方法 是 数 租 分 析 很 古老 的 一 个 分 支 。 它 有 着 修 入 的 
扰 史 。 等 距 结 点 内 插 公 式 是 由 我 国 阶 朝 数 学 家 刘 粳 (公元 544 
~610 年 ) 首 先 提 出 的 ; 而 不 等 距 结 点 肉 搬 公 式 是 由 户 朝 数学 
家 张 北 《公元 683~ 727 年 ) 提出 的 。 这 上 比 西 欧 学 者 发 表 相应 
结果 早 一 于 儿 年 。 

插值 方法 在 数值 分 析 的 许多 分 支 《 例 如， 数值 积分 , 数值 
微分 ,被 分 方程 数值 解 , 曲线 或 曲面 拟 合 ,近似 计算 函数 值 ,等 
等 ) 均 有 应 用 。 下 面 ,我 们 仪 以 近似 计算 函数 值 为 例 来 说 明 。 

设 已 知 某 个 函数 关系 y 一 f(z2) 的 列表 函数 值 , 


J 
是 Ty Tl “rr wy 


J Ei 扩 dn 


及 了 关 由 (一 站 工 1 ， 间 应 该 如 何 们 值 g 一 f(x)。 对 于 
函数 关系 gy 一 了 ww)， 我们 所 知道 的 仅仅 是 上 述 的 表 列 值 。 卖 
列 值 是 间接 求 得 的 ,例如 是 由 实验 (观测 ?得 来 的 ,或 者 是 从 缀 
数 或 微分 方程 求 得 的 。 

为 了 估 和 值 包 我 们 可 以 使 用 反 值 方法 。 揪 值 方法 前 目的 
是 寻求 简单 的 连续 函数 gtw), 使 它 在 十 个 点 xz， 和， 
zs 处 取 给 定 秆 pt) 一 久 = Fen 6=0，1，…，n), 而 在 别处 
希望 它 能 近似 地 慌 表 函数 了 (ww)。 因为 plzw) 已 是 有 和 解析 表达 
式 的 简单 函数 ,所 以 它 在 z=% 处 的 值 可 以 按 表 达 式 精确 地 计 
算出 来 ， 这 举 ， 我 们 就 可 以 将 p(w) 看 成 y= 了 f(z 的 近似 值 
了 。 


称 给 定点 zo …, mn 为 插值 结 点 。 称 函数 gl) 为 函数 
了 tw) 的 关于 铺 点 mo， 有，…， dr 的 插值 汪 数 。 称 一 了 0) 为 被 
揪 函 数 。 

严 烙 地 说 ,插值 方法 一 词 只 用 于 2 薪 在 给 定点 zo, v4 …， 
rn 之 闻 的 铺 形 ， 所 以 也 鞭 它 为 内 宪法 。 邵 果 2 落 在 m0， 
…， fs 之 外 ,并 且 仍 以 插值 函数 plw) 在 5 外 的 信 近 似 地 民 准 
了 (3), 则 一 般 称 这 种 近似 计算 函数 值 的 方法 为 站 推 法 。 

在 这 一 章 , 我 们 只 研究 名 项 式 插值 , 亦 即 pl%) 是 «的 多 
项 式 。 这 不 仅仅 因为 多项式 是 最 简单 的 沙 数 ， 而且 因 为 在 许 
多 场 全 函数 ft%) 容易 用 多 项 式 近 似 地 表示 出 来 。 此 外 ,用 多 
项 式 作 揪 值 酉 数 可 使 我 们 满意 地 和 链 决 一 系列 有 实际 应 用 价值 
的 重要 问题 ， 其 中 特别 注目 的 就 是 数值 积分 与 数 信 微分 的 问 
题 。 

在 这 一 章 我 们 没有 谈 及 三 角 括 值 法 。 其 实 ， 只 要 理解 了 
民 数 多 项 式 插值 方法 的 实质 ， 读 者 就 不 难 自 行 导出 关于 三 角 
多 项 式 插值 方法 的 一 系列 平行 于 代数 多 项 式 插值 方法 的 理论 
结果 。 


1. Lagrange 插值 公式 

设 y= 了 (rw) 是 实 变量 s 的 单 值 苞 数 。 又 设 已 知 fo 在 
Nt 十 1 个 不 同 的 点 wo，20，，…，2 处 的 值 为 go …， 3 加, 亦 即 
久 一 Fa 二 一 0 4 go 于 工 95 年 Lagrange 证 明了 下 面 
的 定理 。 

定理 1 . 有 唯一 的 呈 次 多 项 起 Pn(x) 满足 条 件 ， 

Fw) ~y 如 一 0， 工 多) 。 《IT 
【证 】 邻 计 2) (一 0, 二) 表 交 次 雪 项 式 ,考虑 形 如 


Ps(o) 一 人 9) (1.2) 


的 后 次 密 项 式 。 若 AUe) 满足 条 件 : 
| aed = {1 oe .3) 
则 出 过 .人 区 式 确定 的 % 次 多 项 式 满足 条 性 (1 .1)。 因 此 ， 问 题 
归 绪 为 构造 注 足 笨 件 居 . 久 的 吕 次 多 珊 式 2) 一 0， 1 
1 o 
依 条 和 件 民 . 允 ， 珊 6) 应 有 1w 人 者 点 0 1 184 
zno 因为 中 人) 是 加 光 包 项 式 ,所 以 必 有 
hm) — AiT— 0) (Fo— 81) 1) (@— irs (wn), 
其 中 4 是 一 常数 。 此 常数 可 以 依 条 件 (wv) 一 二 确定 ， 
i 11/ (wm — Xo) 《9 一生) 一 多 -二 (i BA (mi — en) o 
从 市， 
bw) = (FR— To) (WO— sw) Ew) (人 一 于 向 和 (一 人 
0 ° 
引进 记号 ok = 人 tw 一 0) (z 一 (2 一 24) 则 


‘p= (ge) 
hr) ery (1.4) 


其 中 心 (oD)-[ 怨 | 。 
综 上 所 述 , 当 ?次 多 项 式 (2) 由 (1, 信 式 确定 时 , nn 次 多 
项 式 民 .2 满足 条 件 代 . 马 。 现 在 我 们 证 明 ， 这 禅 的 多 项 式 是 
玲 一 的 。 换 言 之 , 若 还 有 一 他 殉 儿 项 式 万 (zy (ms 满足 条 
性 忆 .)， 岸上 有 Pw) 三 P.(w), 考虑 佐 图 数 
nC) — Ps) 一 五 (om 如 
显然 Blw) 是 次 数 不 超 过 及 的 多 项 式 ， 并 且 出 于 P(ew) 与 
六 ww) 都 满足 条 件 民 , 巧 , 故 有 
Rw) =0 (f=0, 1, +, ny) 
依 代数 学 基本 定理 可 知 Rw) ==0， 从 而 P= 二 wlw)。 证 
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毕 。 
通常 称 条 件 亿 .全 为 糙 值 条件 ; 称 了 (an 全 一 D 1 0 
汐 Lagrange 因子 ; 称 窗 项 式 导 .为 Lagrange 接 值 多 项 式 。 
定型 工 也 可 以 摘 述 性 地 叙述 为 ， 有 且 公 有 一 个 如 次 密 项 式 
Po) 与 己 知 函数 foy 在 w+I 个 不 局 点 上 取 相 同 的 数值 。 定 
理 1 的 几何 意义 是 ， 有 有 旦 仪 有 一 条 nn 次 的 代数 曲线 通过 平面 
上 上 牟 先 给 定 的 n 二 1 个 点 (os 多 总 =0 1 WW 当 6 和 了 时 
Wo - 

Lagrange 插值 公式 以 .2) 结 构 紧 凌 、 思 想 清 晰 , 所 以 至 今 
在 理论 分 析 上 和 仍 有 重要 价值 。 

例 已 知 f( 一 一 2， 关 (了 =I， 了 2) 一 L。 求 了 ke) 的 
Lagrango 插值 多 项 式 。 

i 解 核 寺 .和 ,有 (ao= 一 十 四 一 二 ws 一 人 


人 z 一 加 ) (gs) 工 - 
tolw) Tm Bw 十 2)， 


_ (wo) (war) _1 四 
0) mej to 


一 过 一 Ze) (vt) 1 
ee) (aa 一 oj (a — mr) 下 以 下。 


从 而 ， 
Paw)—B [030+2) 3s) 20)T 


(386+8)。 


例 串 设 (2) 二 a, 加 
fF{~—1)=0.86787, (01) =2.71828, f(2) ~—7 .38906, 
依 Lagrangs 插值 公式 有 
eo Pale) —1.165190>+1.17520%+0.87788, 


和 


和， 了 eswrton 播 值 公式 

Lagrange 播 信 公 式 的 缺点 是 , 当 播 值 缮 点 的 个 数 有 所 伍 
动 时 (例如 , 为 了 提 商 精度， 有 时 需要 增加 揪 值 竺 点 的 个 数 )， 
Lagrange 因子 ho 一 小 二 …， 加 ) 就 要 随 之 发 生 瑟 化 ， 从 
而 整个 公式 级 结构 也 要 发 生变 化 ， 这 在 计算 实 践 中 是 不 方便 
的 。 为 了 克服 它 的 上 述 缺 点 ， 在 这 一 节 中 我 们 引进 Newion 
型 的 插值 公式 。 

显然 , % 十 个 结 点 zo 2， …， 和 上 的 nw 次 Lagrange 插 
旦 多 项 式 也 可 以 写成 下 列 形 式 ， 

PAm) = aot ols—wo) tT an ys — Vo) vi} Di)o 

下 面 ,我 们 来 确定 上 式 中 的 so，aa，…，an。 

令 Pazlw) 下 示 名 个 结 点 io 而 ,54-4 上 的 (一 攻 深 
Lasgrange 揪 值 多 项 式 。 由 于 

Plo) = Pealt) = C=0, 工 各 一 二 ， 
所 以 
Pa) 一 有 Ps 人) 一 C 人 一 2 一 的 (一 2 1) 
此 处 6 为 带 数 ,由 条 件 了 sor) 一 ys 可 以 定 出 
0 一 dn 1 (en) 
(wn — to) ka — 1) (nO— 4) ” 

又 因为 Palen) — SyliCes), 


故 取 有 
他 一 Ys 
(ws —wo) (hs — i) (ao — en 1) 


如 -一 并 


EE 
+ 各 《一 00 (Fi— 1) (一 EA 


-A ed} 


Ly 


ob 


到 记号 i 
Jo mo 0 0) =0=B | ed) ,1 (2.D) 


I 


得 Pn(lz) 与 Pr_slw) 之 间 的 关系 式 ， 
古人 一 Po,_1(m) 
+f (go, Ta (人 一 2 (一 的 一 和 
同 理 ， 
Pit%) = Ps 2 (2) 
tf vo, wl", Pai) (gw— wo) (t— oi) (PT— ya)o 
继续 下 去 , 最终 得 到 
Plw) =f {80) tf To, TCE— Le) 士 … 
fm, Ba 2, Mp) (BO— 0) (LE— 1) Tn) o 
{2.2) 
公式 (2.2) 就 是 Newton 型 的 插值 公式 。. 系 数 了 (wo)， 
fF (wo, ,fo, Ws wn) 全 (2.1) 滤 确定 2 
Newton 插值 公式 的 系数 很 不 好 沁 , 关 此 有 必要 授 寻 方法 
确定 它们 。 为 此 , 我 们 引进 差 商 的 概念 , 并 指出 Newion 搬 供 
公式 中 各 系数 了 (wo， 24， 刘 一 二 有) 冯 是 了 (vm) 的 % 
阶 差 商 。 设 已 知 不 同 的 自 变量 m, zz …， 徊 上 的 画 数 导 Fo 
二 0 二 9) 我们 称 


Flon m= LE TH (ir) 
为 (co) 的 一 阶 差 竣 (或 均 差 )， 一 阶 差 商 的 一 阶 差 商 
Fn, Ty, wi) = ee 0 vp SR). 他 示 记 ) 


- 所 
叫做 Xe 的 二 阶 差 商 。 一 般 说 来 ,我 们 称 tn 一 才 阶 差 商 的 一 
”我 们 规定 ， 当 n=0 时 ,人 Go) J 一 1 


< 一 


和 ' 烙 Le 


阶 差 商 


Ta Cal *, Co) 


二 Ce Th 1, "ys 1) 一 六 (sd i wo) 
Oo 
为 函数 了 (w) 的 多 阶 差 商 。 


i, 车 慷 (w) 一 90f 4w), 0 为 常数 , 则 
mn, Wn 1 To) —0f (mn, Wai *"*; To) o 
2. 车 六 (一 了 (wm) 十 gk2), 则 
Pls, Rais ***, wo) 
=f (ga, Pats ,Wo) To nl “*", Vo) o 
3838， 车 了 半 (2) 一 zm 为 自然 数 , 则 
0, hm, 
fw, wr, 1 0) | n=—m 
诸 的 mw 一 wn 次 的 齐 次 函数 ,nn<"m。 
4. 莽 商 fts， zw-t， … ao) 是 wm， cz， …，m 的 对 称 丽 
数 , 亦 妈 当 任意 调换 ws6， zy，…, 如 的 位 置 时 ,将 商 的 值 不 变 。 
例如 
fF (wo, Dy re, 一 Tn_1 "To) 
= (or,, oy Sy wn_1) 0 
5。 差 商 可 以 天 东 成 两 行列 式 之 商 


J (go, i ry Dy) 


1 1 … 1 1 1 .-.- 1 
| 本 0 1 Dab Tn Tp Hi 本 是 本 和 nm 
= | 妆 中 国 和 
[| 
TH a 1 Wl le oti 


Fron Ci) oo fF Con) 2 人 


性 质 革 和 2 是 很 简单 的 ， 由 定义 直接 可 以 推出 。 现 在 我 
们 证 明 人 性质 3。 人 欧 一 阶 差 商 可 根据 定义 直接 计算 出 来 : 


一 全 了 


f (ty Ho) ~— 人 人 “十 地 。 


启 扩 网, 它 是 6， wo 的 m1 次 齐 次 孜 数 。 
上 下 悉 作 出 各 阶 差 商 并 依 完 全 归纳 法 ， 可 证 实 下 列 公式 ， 
了 (en nds ry Wo0) = LVL Wi, 
一 
此 好 求 和 运算 遍及 所 有 可 能 的 形 和 如 人 co 的 ma， 2 
“0 的 和 0 一 向 次 齐 次 项 。 这 样 便 证 明了 性 质 3。 
次 之 ,证 明 性 质 4。 作 出 相继 的 各 阶 差 商 后 , 不 难看 出 它 


们 是 由 形 如 fw)/ 和 [Ce 一 芭 的 (n 十 沪 个 项 的 和 天 出 的 ,由 完 


Ht 
爹 归纳 法 ， 易 求 得 Fao zy, …, my》 可 由 (2. 式 的 右 路 
出 。 合 用 前 面 韵 记 寻 名 (和 = (Eo) (Ee) 也 
将 它 写成 


z f (Po, Tas +, Wa) 一 -> i ) 
刻 此 便 证 实 了 性 策 4。 

最 后 ， 必 完全 蚂 纳 法 同样 可 以 证 明 性 质 上。 证 明 这 程 中 
楼 用 到 Yandermondse 行列 式 的 概念 与 性 质 ， 可 和 参 沽 本 意 汗 
题 1, 


为 了 做 数值 计算 , 常 利用 形式 如 下 的 差 离 表 ; 


一 前 郑 商 二 坑 若 商 


二 - 阶 芝 裔 


一 


To ime) 。 
TTD, WI) . 
id rer) rt hs) Fh, FEI: re) fos ma ma te) 
2 lL 思 外 。 二 站 和 
Tn Ft) Fl, i te) | 
- (证 3 ba 
a ira 


由 性 质 和 得 知 Newton 插值 公式 (3.2D 中 的 系数 (wo)， 
so 2 (vo, wl， Vn) 愉 好 就 是 已 知 函 数 f(2) 的 
0 阶 ，4 阶 ,…, % 阶 差 商 的 值 (在 差 商 吉 中 已 分 别 用 横 线 将 
它们 标 出 )。 因 此 , 当 已 知名 二 了 (wD) 一 0, I …, 有 时 ,利用 
差 商 尖 可 以 很 容易 地 算出 fw) 各 阶 差 商 的 值 , 而 不 必 去 记忆 
公式 (2.1)。 

因为 在 Wr 十 直 个 不 同 的 点 zo，，…， 上 取 给 定 值 的 
次 数 不 超过 ?的 多 项 式 是 唯一 的 ,所 以 次 数 根 同 的 Newton 插 
位 多 项 式 与 Lagrange 插值 多 项 式 是 恒 等 的 ， 它 们 的 差异 仅 
古书 写 形 式 不 同 而 已 。 但 是 ， 这 种 差异 为 计算 实 幅 带 米 了 很 
大 的 方便 。 实 际 上 ,对 于 Nowton 插值 公式 来 说 , 当 需 要 增加 
一 个 插值 结 点 时 ， 只 需 在 原 撒 值 多 项 式 的 后 而 再 添加 一 个 新 
项 就 可 以 了 。 

例 1 已 知 列 类 函数 ， 


电 2 3 加 
oy 3 2 3 和 
求 这 个 函数 的 播 值 儿 项 式 。 
【 解 】 先 造 好 下 列 的 差 商 表 ; 


然后 将 从 上 表 顶 部 对 角 线 土 取得 的 值 f(x0), (wo, DD), 了 (0, 
入 公式 届 ,中 , 便 得 到 了 要 求 的 多 
项 式 : 

Ps(wm) — 5 3(o 2) Tt 二 (wo—2) (p—8) 


1. 
-oD 


3 播 值 余 项 

设 Plz) 是 在 点 如， 和 ， …， 且 处 关于 Co) 的 插值 几 项 
式 。 我 们 希望 知道 ， 当 双关 tr 侯 一 0 二 9) 时 , 了 2) 与 
Puakz) 的 偏差 。 所 渭 偏 做 , 意 指示 方法 所 固有 的 误差 ,而 忽 赂 
了 在 计算 Plw) 时 造成 的 舍 入 误差 。 通 常 ， 舍 入 误差 与 在 驶 
近 中 的 图 有 误差 烛 比 是 小 的 。 按 习惯 , 称 

EOF 一 了 Crp) —P, le) (8.1) 

为 独 值 误差 (或 播 值 余 项 }。 下 面 的 定理 给 出 了 如 (六 ww) 的 玲 
述 式 。 

定理 多 若 f(w) 于 包含 着 桂 值 缚 点 x0，w%4，……，w 前 区 
了 间 [c， 引 上 ”十 工 次 可 微 , 则 对 任意 <E [a, 厅 , 有 与 # 有 关 的 
存在 (ga 二 万 站 ,使 得 


Bf HP) = TRE, (8.2) 


其 中 加 Ke) 一 (六 一 各) (人 一 外) 一) 

[证 】 今 取 一 点 zE [ze 末 ， 显 然 当 = 一 so，za， pp 时 
(3.2) 式 是 自然 满足 的 。 以 下 设 > 不 是 揪 值 顷 点 mm， 的 ，…. 
tw， 人 必 输 了 盈 函 数 


Fs) = 四 一 Pu ~ (fo) 一 Ps(m)。 (8.8) 


.10 . 


显 拟 Fz) 于 [a, b] 上 多 十 革 次 机 微 ， 和 并且- 五 (四 一 0， Fle 一 
0G-0, 1 …, 和 )。 因 为 mo mys…, mn 各 不 相间 ,由 Rolle 
定理 知 本 的 于 (a, 内 至 少 有 n+ 个 不 同 的 根 。 同 赣 , 再 
依 Rolle 定理, 7”(2) 于 (w 5) 内 至 少 有 % 个 不 同 的 概 。 依 
此 类 推 ,最 后 知 er) 于 (a, 3) 内 至 少 有 一 个 根 & 亦 即 由 
(8.3) 式 应 有 

了 人 fen(E) — LF) 一 Po(o)) 一 0。 
由 此 , 便 得 到 了 公式 (3.2)。 证 毕 。 

通常 我 们 并 不 知道 《3.2) 式 中 的 点 二 《一旦 知道 了 如 就 
知道 了 精确 的 误差), 尽管 如 此 ,我 们 还 是 能 从 (3. 引 式 得 到 有 
用 前 信息 。 例 如 ,车 Feim(a) 在 [a, 可 上 有 上 界 对 sra 亦 即 

Js sop | or， 

则 由 (8.2) 式 立刻 得 到 


BO} TT 0) (v0). (oa) | (8.4) 


Tv, 
显然 ,Newton 播 值 公式 与 Lagrange 括 值 公式 有 相同 的 
插值 余 项 。 
设 已 知 g 二 (zn Cj 一 0, 1 …, 20), 并且 宙 污 44 十 4。 可 
知 , 为 了 构造 一 个 ?4 次 插值 光 项 式 , 只 需要 ”+ 工 个 播 值 结 点 。 
因此 自然 提出 这 样 的 问题 ; 在 所 有 的 已 知 点 (2 305 一 记忆 
3 292) 的 模 淮 标 Yo， id ”> PE 2 基站 中 , 如何 选 取 插 
值 结 点 zo, 号 ，，…， 和， 方 能 使 得 | 五 (7 zw) | 为 最 小 ? 由 (8.2) 
式 知 应 取 ww， …， wr 使 得 
lew) = 一 加 | 12 一 位 上 一 za 一 min。 (3.5) 
为 此 ,只 须 从 oo 各, …， zn 中 选择 使 着 
» Ti。 


[le 一 3 CG=0, 1, », mm) 

取 最 小 值 的 wm 作为 第 一 个 插值 结 点 wo。 然 后 , 在 剩 下 的 骂 个 
点 中 再 选择 使 得 |% 一 2| 为 最 小 的 点 作为 第 二 个 插值 销 点 w。 
如 此 等 等 , 直至 选 出 vw 为止。 显然 ,这 样 选取 的 oo， 2 pp 
满足 (3.,5) 的 要 求 。 

关于 在 整个 插值 区 间 . 上 的 余 项 极 小 化 问题 ， 将 在 第 二 章 
中 进行 讨论 。 

例 1 设 fw) 一 10gw" 并 假定 已 给 出 值 表 ， 


0.70 


—0 .350675 — 人 0, 323144 


试 近 似 佑 值 leg40.6)， 并 指出 精度 。 
【 解 】 利用 4 点 3 次 Lagrange 插值 公式 。 简 单 计算 过 


程 恕 下: 


b(n) = (s—0.0 (0—0.7) (g—0.8), 


1 
0 .012 


bab) = 


人 < (z 一 0.4 和 (zz 一 0 站 (oa 一 0.8) ， 


lar) 一 一 


让 Ts (j—0.D vw—0.5 (w—0.8), 


WD) 一 (w—0.d) (wm—0,5) (2—0.7; 


心 ， 


(0.6)=— (0.6) 一 写 ， 


1 
6， 
?0.69 -三 1.(0.6) = 一 


本 节 中 均 用 logyz 表示 有 肖 然 对 数 , 以 后 不 另 作 说 明 。 
EE | 19 EC 


log (0.6) = -二 log(0. 信 十 二 log(0.8 十 全 log(0.9) 
— 二 log(0.8) ~ 一 0.509975。 
又 因为 oko) 一 一 6/w， 所 以 
max |f°2Cw) | ~6/ (0.4)+<234.4, 
其 而 ,和 仿 公 式 (3.44)， 
[BCF0.6)1< 起 (0.0004)(234. 为 <0.00391。 
簿 合 上 述 ,我 们 有 
直入 logit0. 人 一 一 0.5108326, 
近似 值 ， 了 st0.6) 一 一 0.509878, 
” ” 真 误 闫 10g{0.6) 一 Ps(0.6) 一 一 0.000851, 


估计 的 上 界 ，|1log (0.0) 一 P00.6) | <0.00391。 
例 & 绽 定 “=0.00, 0.20, 0.30，0.59 处 的 二 4 的 值 。 


: 求 gh0.28 的 值 。 
【 解 】 先 档 和 车 差 商 者 ， 
2 Bh 一 防 莽 商 ”二 阶 荆 商 ”三 也 辣 帘 
30， .00000 
EA 1.0067 
一 各 .20 让 .20194 总 ,性 忆 3 本 了 
四 x 工 0318 7 0.17988 
t=0.30 0.30452 
1 .0829 
wo=0.50 0.58110 


[ 


嚼 如 本 - 


由 上 者 得 广 (eo) = 一 0.20184, (wo, m1) 一 1.0818, fF(wo, oy, wa) 
二 0 .03367， 了 (wo, Zo da aa) 一 人 ,17833。 再 依 Newton 公式 


得 
= 18 + 


Ff{0.29) 20.20134+ (0.08) (1.0818) 
+ (0.08) (—0.07) (0.08367) 
+ (0.08) (—0.07) (0.28) (0.17388) 
—0.20184-+0.080954—0.000176 一 0.000084 
0.23208, 


HB(f; 0.28 = 地) (0.28) (0.08) (~0.07) (—0.27)。 


因为 在 区 间 (0, 0. 凡 上 , 0< 之 sh 之 0.52110,， 所 以 
Bef; 0.28) <0.00000543 x 0.52110<0.00000283, 


全 .有限 差 分 夜 蓉 性 质 
在 这 一 节 , 介绍 有 限 差 分 的 概念 。 设 已 知 沙 数 六 (wx) 在 一 
串 等 距 结 点 m0 十 访 (j== 人 0 工 3 nn …) 上 的 值 了 (x0),， 了 (mo 十 
和 ao 十 2 有 我们 定义 表达 式 
.. Mwotih) = foot (+1)h) ~ mt jh) 
六 天) 在 尽 徊 十 也 姓 的 一 阶 竣 限 差 分 ,或 简称 一 阶 莽 分。 一 
阶 状 分 的 一 阶 盖 分 叫 二 阶 姜 分 , 记 为 
村 ao 十 预 ) 一 帮 (oe+ C+ DD) wt hy 
一 般 说 来 , 吕 阶 善 分 定义 为 呈 一 工 阶 差分 的 一 阶 差分 ， 
dj ao 于 访 ) 一 个 Feo 二 (十 本 丙 一 中 (ao 十 入) 。 
炳 如 AF ao) 一 (oo 十 有 —f mo), 
一 4foo 了 一 do)， 
fg) = A {wo th) —A F(a), 
按 是 义 可 知 符 续 4 满足 指数 律 ， 
中 下 Foo) = P+ Fp), 
其 中 pp, 9 是 正 整 数 。 


» 十 = 


有 限 差分 的 理论 是 微分 学 的 原始 形式 。 在 历史 上 ， 微 分 
学 正 是 由 有 限 差分 的 理论 产生 的 ， 记 以 差分 与 微分 有 着 极其 
相似 的 性 质 。 不 臣 列 举 如 下 : 

1. 常数 的 差分 等 于 零 , 亦 即 者 ao 三 0c, 则 


Af (2) = TD 一 了 Gop) 一 0 一 0 一 0。 
2. 常数 因子 可 以 提 尘 差分 导 外 , 亦 即 若 开 为 常 煞 , 则 有 
人) 一 下 三 十 下 Ef) = hf TA — fo)) 

= kAF (em)o 
8. 如果 当 2=wo 十 访 (j==0, 1，…, 区 时 ， 


f 0) ~ oe), 
其 中 0 其 一 些 常 数 , 则 用 归纳 法 可 以 证 明 
0) > 0 Tg lwo) o 


4. 如 果 当 攻 一 20 十 沪 必 一 0 1, yy n) 时 ， 
f(r) = te) by), 


则 0 povh)e 


用 归纳 法 可 以 证 明 上 述 结论 。 

5. 设 Po 为 一 有 次 黎 项 式 ( 最 高 次 项 的 系 数 为 au) , 则 
当 章 <n 时 (DD 在 wo 处 的 阶 差 分 为 v6 的 mn 一 次 多 项 式 ; 
当 & 一 多 时 是 带 数 , 即 省 Po) 一 arp 当 >>n 时 为 零 。 

不 失 一 般 性 ,读者 可 以 就 了 P,(wm) 一 巡 的 包 形 ,用 归纳 法 证 
明 这 一 结论 。 

6. 撤 已 知 了 wo 十 执 ) 人 一 0 二 …', 0) 的 值 ,用 迁 次 代入 
法 容易 证 明 , 计 算 差 分 有 以 下 公式 ; 

。]5 - 


AF (lwo) = Fwot hh) 一 了 (2o) ， 
FE0) = AF vot PD — AF (go0) 
= fwot 2h) — 2 vat TF bo), 


审 叶 明知 吓 回 顺 量 自生 要 是 基业 本 


sf (80) = Lr wot — A +f (v0) 
-家 D(C ) fr OD (4.D) 
按 相似 的 方法 ,对 (4. 芒 型 方程 用 逐次 消 元 法 ,我们 得 到 
.flo+ nl) = , )4F 0) (4,2) 
实际 计算 差分 时 ,常用 如 下 表 略 (差分 表 ); 


下 而 的 定理 揭示 了 通 数 的 差 商 , 瘀 分 和 导数 之 闻 的 关系 。 
定理 3 设 毅 数 y 二 了 (%) 在 包含 结 点 2， Wjs1 -Djip 
的 区 总 , 引 上 为 次 可 微 焉 数 , 则 


f (gy, 小 jy Pj) A ! B», (4 . 3) 
i (wy, 2 Dyrg} =f™ (地 /8 E (4 4) 
yf fH o (4.5) 


此 处 min (wy, jpls Py Ty <é max wy, rly ty spk) o 
【证 】 首先 ,用 归纳 法 容易 证 明和. 驴 式 ,现在 证 明 (4.4) 
= J] > 


式 。 令 Py(9) 吉 了 全 的 在 缚 点 oo 5 败 二 上 上 汐 天 次 揪 
恒 客 项 式 。 因 为 插值 余 项 RC) 一 了 tw@) 一 也 G0) 于 和 , jt1s 
Wiz 处 为 零 ,类 似 于 定理 2 的 证 明知 有 某 & Cmin (gy, wy "7 
dtp) ET maz (sy, vrs yx ) ,舍得 : 
Ro HE) PE =0。 
另 一 方面 , 由 Newton 插值 公式 知道 
PENE) = 61 fF (oy, Wer +s Wth) 0o 
左 合 以 上 两 式 可 得 (dd, 少 式 。 最 后 ,由 他 .起 与 性 . 当 式 即 可 导 
出 愤 , 巧 式 。 证 毕 。 
可 知 ,次 多 项 式 的 十 荆 阶 导数 等 于 零 ， 因此 它 的 避 十 圭 
阶 差 分 也 等 于 零 。 这 个 性 质 使 得 我 们 可 以 避 助 于 苦 分 表 的 性 
质 米 确定 所 需 的 插值 多 项 式 笈 次数。 例如 ， 当 发 现 函 数 的 第 
阶 差 分 为 常数 或 近似 为 常数 时 ， 则 用 无 次 多 项 式 去 作 插 值 
多 项 式 就 会 有 较 好 的 结果 。 
上 面 介绍 的 差分 叫 向 前 差分 。 鉴 于 计算 实践 的 需要 ， 我 
们 再 介绍 一 下 向 后 差分 和 和 中心 差分 的 概念 。 
设 = 了 (eo 一 访 ) (j==0, 4，…, mm) 为 已 知 , 刚 分 别 定义 
Yoo) = 了 (ao) 一 了 (ao 一 站 ， 
Vf 一 fo 一 VC 一 则 ， 
fm) = VV fv) Vf ro mh) 
为 了 oo 在 2 一 zo 处 的 向 后 工 阶 , 2 阶 ,…, nr 阶 差分 。 
“由 癌 后 凑 分 定义 ,容易 验证 
Vf Ww) = TR) — fp) — hf wp, ty), 
VF) = VY) VF er) 
= We, Wp) —PR FBR Via) 
~ 2 ys, Ep, Wes), 


s I» 


本 


[| 


所 Vf (pr) =% hf (ps, 人 IT Wh o 
: ”在 实际 计算 向 后 差 苍 时 ,我们 常 采用 向 后 差分 表 . 


”， 由 方程 8f(z0) 一 了 (mo 多) 一 (v0 一 妾 ) 
定义 的 差分 叫 作 一 阶 中 心 莽 分。 类 似 地 , 称 
seo et) 


为 % 阶 中 心 差分 。 容 易 验 证 ( ;一 了 (zo 二 祁 ), 余 类 推 ) 


fi ~— fi fo hf (wo, w), 
Of 3 fo fi—hf (wy, -1), 
f=Bf,,s 6f, 31™ (fa1—f 1) —(f 二 去 一 fi 
一 (一 站 一 Ca 一 一 RU ta) — F (to, 21)) 
一 21 To，2，z3)， 
Bor fs etm Df Conn eh ts ts), 
Es 
一 nt 直人 To 
"fe= Fm (2 m0) fyimy 7 Vhs ,Vpn) o 


1 


可 以 利用 下 表 计 算 中 心 差分 


Te | 了 
sy 3 
“1 人 7 
| B73 BF 
人 | 为 列 广 i 
: 3 sa7 
2 1 矿 B31 t 
3 
EE a 


三 种 差分 之 闻 有 下 麟 关 系 ， 
(DD V 一 Fi | 
Qi) Sm fo RF Ly, 

diiiy 辣 3*+1 fi i i 


5。 等 距 结 点 上 的 插值 公式 

对 于 给 定 的 等 距 结 点 的 数据 我们 可 以 灵 薄 地 运用 插值 
余 项 极 小 化 原则 ,给 出 适应 具体 带 要 的 插值 公式 。 一 般 说 来 ， 
在 左 端点 2 一 mm 附近 进行 插值 宜 用 Newton 向 前 插值 公式 ,在 
右 端 太一 w 附近 插值 宜 用 Newton 向 后 插值 公式 。 如 果 在 
插值 区 间 中 间 进 行 插值 ， 捍 用 融 中 心 差分 的 插值 公式。 下 面 
分 别 予 以 简要 介绍 。 


656.1 Newion 向 前 拷 值 公式 


设 已 知 刀 = (wo 二 六) 一 0 二， 入 ) , 据 求 干 
届 == 人 bg 十 六 ， Otel1/2 
处 六 (2 的 近似 秆 。 按 余 项 极 小 化 原则 ,插值 结 点 应 取 oo， 
nn 入 )。 注意 差 商 与 差分 的 关系 (4.3) ,由 Newton 


4 1] ， 


插值 公式 届 .2) 得 到 
f (0) -gt 和 Myo by 
Dn) py tHps), (5D 
其 中 
E(f,w) = hr Ferd), 
bo EZ wonheo 
通常, 称 公 式 人 5.D 汶 Newton 向 前 插值 公式 。 
6.2 Newton 向 语 插 慎 公式 


设 w=wn 十 杞 ， 由 插值 公式 (2.2) 可 得 Newton 向 后 材 值 
公式 : 
JU) 一 fwnt th) 一 加 十 站 Vs 十 -二 Vs 十 …。 


tT Dt yy H(A, (5.%) 
此 处 Bf, vw) = het t+ +) Piles 


{ns 二 1)! 
其 中 在 请 翅 与 # 之 间 。 . 
公式 (5 .2 适用 于 计算 函数 在 最 后 一 个 结 点 附近 的 近 刀 
信 ( 内 播 或 和 关 推 )。 


5B.3 Gauge 括 愤 公式 


现在 我 们 引进 带 中心 差 分 的 捕 值 公式 。 在 播 值 公式 (3 .分 
中 用 结 点 列 

es Wi—moth, Wi— oh, Wa— et 2 Wa = 0 —2h, 
蒋 代 线 点 列 zo， 十 加， m0 十 2h,， ，…， 得 到 
+ 2 + 


3 fo 
人 21 


SF 
Ft) 一 六 十 (一品 ) 一 十 (w—wo) (2— 1) 


ap 


十 {vw—wo) (WO— v1) {EO—W.1) -Bp 
+ 一 oo (00) ww 3) (一 T+ 
萃 设 w=wo 十 态 , m 一 2 和 {或 2m% 十 起 则 有 
(2) 一 了 (wo 十 二 ) 


jot Sot gr of3 


3 - 
Lt A 2) 84fo+ 


Cm DD) Gm) gm, 


itt3 1) 2) .tt 
+ (3 1 


#1 友 一 a 3 十 
(Rr Tf) + Be), 
(5.3) 


在 (5. 介 式 中 , 当 %=2m 时 取 至 偶数 阶 差 分 3 当 n 一 9 mm 十 
1 时 取 至 疝 数 阶 差 作 3amHT。 
捕 值 余 项 为 ; 当 区 一 200 时， 


BFW ~ hr HE fo (E) (Gh) 


当 % 一 2% 十 1 肝 ， 
st EE} (tm m+ 
Ef ow) = hents LEED mm) Gm —1) Oa Dp "(E70 
‘6. 
通常 , 称 上 述 公 趟 为 Ganss 向 前 公式 。 在 公式 (2.2) 中 用 
结 点 列 
to, Vi 一 及 1 Wo 十 有， 省 2 Wo 一 2 wa — Ng 二 2 


+ I # 


替代 结 点 列 mo ma， mm … 时 ,得 到 的 是 Gause 向 后 公式 : 
Fa) = (mot th) 
jt Et 
3 I) {t+2) 0 
A a 2 ) 84 fo 
tI) mo DFE) sm 
7 Bm) 3 
(mt . 
人 
在 公式 (6. 全 中，“ 或 ”的 意义 与 5.3) 式 中 的 "或 相同 。 
吾 (f; 2) 是 余 项 , 并 且 当 % 一 2 澡 时 由 (6.9 式 给 卉 , 而 当 % 一 
2 人 十 TI 时 


> pamtad tt Tet om) Et ml) pom 
Ef;2) = mn (Eye 


(5.7 

最 后 顺便 指出 ， 由 Gaues 公式 已 不 难 引出 其 它 的 带 有 中 

心 差分 的 播 值 公式 (例如 , Stifling 公式 , Besgel 公式 ,再 rers 讳 
公式 , 等 等 ), 了 此 就 不 一 一 介绍 丁 。 


§ 和， 逐步 线性 插值 法 


设 已 知 列 表 画 数 
Ee To EE da 0 Ea 
Fl) 30 外 Ye … tn 


并 假定 希望 近似 地 佑 值 fr) 位 关 动 t=0, 1, yp 多) 。 我 们 
可 以 设想 按 下 列 作 法 实现 之 ， 
4 汪汪 


Lh 


Et 


站 过 点 (em yo)，(wz V0) 作 直线 Pilw), 讨 算 Pj (2); 

2. 过 点 (mo, 30)，(zz 9)，(wy，W3) 作 二 次 插值 多 项 式 
了 ,tw) ,计算 Pstr) 并 比较 Ps (2) 与 P,(n); 

38. 这 点 (gzo， 加 )，(gr 玉 )，(s， 93)，(Wa Wa) 作 三 次 揪 


' 值 多 项 式 Palw), 计算 Pa(z) 并 比较 Pelz) 与 Pa(2%); 


4. 继续 下 去 . 直至 相 邻 的 值 Pnkw) 与 Pu-x 他) 按 给 定 
的 有 效 数 字 重合 为 止 。 

下 面 讨论 ,如 和 何 从 值 Pi(z)，Pakz)，…， Pei( 纪 计算 出 
值 P(x)。 我 们 将 用 oxontw) 表示 了 (的 的 在 点 ge oa 
wo5 处 的 各 次 播 公 多 项 式 。 李 网 说 来 ， 了 Pow) 家 示 过 两 点 (20， 
Yo (i 1) 的 一 次 插 信 和 多项式 ; 忆 ,2(t) 表示 过 两 点 81, 3)、 
《ws sa 的 一 次 播 值 多 项 式 ; Task 二 家 示 过 点 (pu 全)、(ea， 
Ya) 、(ts， 3 的 二 次 插值 密 项 式 ; 余 类 推 。 恢 撒 值 的 唯一 性 ， 
显然 有 有 at) 一 了 4100) ， 15,5 (0) 一 站 oz) 等 等 。 

定理 有 设 n2>23, 则 

Po mn- (YY) ni 

Po, ,rn (TW) 一 二 二 一 Po s. ,3a(%) 一 冰 

[证 】 首先 , 直接 可 以 验证 上 式 右 端 在 mm oa ,如 处 与 
了 (w) 的 值 相 网 。 用 归纳 法 可 以 证 明 上 式 右 端 为 次 数 二 n 的 多 
项 式 , 青 依 擂 值 多 项 式 的 唯一 性 可 短 它 一 定 就 是 Po,i,.,s (wm) 
证 毕 。 

上 述 定 理 有 着 各 种 应 用 。 例 如 ,Aitken 迭代 插值 法 就 是 
其 中 之 一 。 当 线性 插值 不 能 给 出 足 况 的 精度 时 ， 可 以 考 虐 使 
用 较 多 点 航 高 次 插值 多 项 式 。 定 理 4 指出 ,过 点 mo, m，% 的 
二 次 插值 多 项 式 orske) 可 由 线性 颖 信和 多 项 式 Po,i(w) 与 
了 Po,stw) 再 经 一 次 线性 插入 而 得 到 。 显 然 ,可 以 从 以 下 两 种 形 
起 的 任何 一 种 得 到 同样 的 结果 ， 


+ 23 。 


了 oskwy 一 


1 }Po,il®) Wid | 
率 2 一 冰 1 | Poals} wa—e 了 

了 ostp) ow 
Po aa 人 一 页 pe ma ” 
继 绪 照 此 办 理 , 过 % 十 1 个 点 的 nn 次 插值 多 项 式 , 可 由 两 个 不 
同 的 n 一 1 次 搬 值 多 项 式 (每 个 均 过 给 定点 中 的 % 个 点 ) 施行 
线性 氮 信 得到。 枫 邵 ， 


， 了 03 一 


了 人 

Ws — WA | Po 一 

_ 1 Ponanstw) ma—? ] 
Za 一 2 | Ponasslt) 风 一 了 | 


Aitken 逐步 线性 插值 法 可 依照 下 才 进 行 ， 


To 2 Wo 一 化 
Wy 3 Lo,1 (wm)} 各 1 一 闪 
Ya da Poatw) 了 Ta) 禾 = -一 此 


Ta 9 Po,s tw) Po,1,8 CT) Po antt) wa 一 此 

这 种 计算 在 计算 机 上 用 交叉 习 法 和 除法 很 容 另 实现 ， 轩 
为 分 子 行列 式 的 各 元 素 出 现在 阵列 里 和 在 行列 式 里 具有 相同 
的 宁 对 位 置 , 这 基 Aitken 播 信 法 的 优点 ,下面 介 绍 的 Neville 
挨 性 插值 法 就 不 具备 这 一 优点 。 

Neville 对 于 Aitken 方法 作 了 一 些 变更 。 它 的 基本 原理 
和 六 itken 方法 是 一 样 的 ,但 计算 步 难 和 作 了 加 下 的 修改 ， 


wo Yo 一 出 
wr i Po,1(w) 和 一 部 
to Ty ot) Po 1,3(%) 从 2 一 秒 


We Wa Taste) Psstt)} Poa,ntw) 3 一 出 
应 该 训练 如 何 从 一 % 列 中 正确 地 选择 吉州 值 ， 因 为 这 
和 全 4 。 


: 些 数 并 不 总 是 和 行列 式 左边 一 列 所 用 的 数位 于 这 个 由 的 同一 
行星 。 岗 如 
1 | oak®) 2 一 区 


《ask 一 省 二 ,2,82) 3 一 儿 
例 1 由 一 个 正 束 函数 不 (% 以 弧度 计 ， 步 长 为 0. 孔 ,， 求 
ain 和 4,288 的 值 。 
[ 解 】 依 Aitken 播 值 法 ,计算 可 按 下 表 进 行 ， 


总 


EF BIng ] 瑟 汇 生 旗 生起 和 汝 :一季 
Pr 一 298 
和 一 [1R27711| 一 DSSTTSTT 一 下 半生 
二 骂人 , 虽 了 于 下 了 站 7 0 spnanaoc| 一 仆 . 自 办 搓 训 55 一 39 
笃 . 吕 一 月 .8 荆 各 开本 晤 和 一 有 ,县 基 重生 和 只 生 一 个 .由 革 生生 一 个. 自卫 T 筷 9 
生生 一 让 ,从 本 和 20 一 0 7T8T 人 区 富生 一 息 .98 人 名 犁 守 一 全, 各 多 和 5 了 他 史 和 一 让 .和 启 95 了 卫 伯 要 于 时 妆 


旺 虱 一心 -多 了 了 玉 委 一 全. 访 全 1 人 5 一 个 加 六 3 各 只 一 人 .5 了 卫 一 收入 入 人 区 二 十 办 和 守 作 钱 


所 求 的 值 ( 指 真 值 ) 是 一 0.88957300。 
例 用 Neville 播 值 法 计算 调 革 中 的 sin4,238 的 值 。 


机 Ein m ee 怠 法 久 汇 我 芭 哄 3 一 天 
量 站 一 尾 .T 生 和 02 一 23 和 9 
4.1—0,S1327T711 -0.90311207 一 13 村 
晶 . 呈 一 由 ,是 本 帮 了 届 T 了 一 必 , 委 入 演 妆 窑 汪 得 一 愉 . 身 启 和 BE 窜 避 匡 他 | 
量 -号 一 心 .中 和 工 导 医生 一 力 . 训 和 号 0 一 必用 和 全 和 生生 襄 站 一 从. 训 祝 人 下 和 7 Le 
生生 一 科 , 全 开放 下 工 归隐 


50753012 ~—0.90050903 —0.86B042059 —0 ,49057 全 .A 2 


$Y 插值 余 项 的 Peano 癸 计 
在 这 一 节 , 我 们 给 出 插 信 余 项 区 Peano 估计 。 这 些 结果 
是 意大利 数学 家 G. Peano 在 1918 年 给 出 的 。 
令 [&, 四 是 有 有限 区 间 , mm 之 1 是 整数 。 车 
Fl), fH), 1, FD (wy) 
在 [6, 吉 上 连续 ,而 .rmio) 在 [ze 可 上 分 段 连续 上 且 | 9 (0w) | 
去 Mo 则 说 函数 Fo) 属于 函数 类 TW"(Mmi ae 及。 


5 


一 例 1 令 f(z) 一 ls|，[s, 可 = 【一 1 加。 容易 验证 
Fm) EW (1; 一 了 1)。 
例 2 令 [a 臣 ~[ 一 1 要 及 


Be wp0, 
7 1) -| 一 30, vw, 
划 
Bw, w=0, 3 6, ws>0, 
Jo 四 -| se so 7 四 -| 8 0 


固 此 ,ff (2) E W706; 一 4, I), 同时) EW (6: 一 二 1)。 
令 % 和 是 实数 ,KF3>0 是 整数 。 二 个 变量 wz 和 + 的 函 
激 了 0 一 站 4 定义 如 下 ， 
(tA wt, 


@-D4-1 at 
若 # 为 固定 常数 , 则 (w 一 上 4 就 是 % 的 苞 断 多 项 式 。 对 于 下 一 


ri [2 " Cw) 
[ 


(了 .1 


当 w 画 定 时 ， 尼 一 乡 + 是 主 的 画 数 ,请 读者 给 出 它 的 情形 民 一 
D0, 1, 2) , 

我 们 用 上 %, - 引 来 记 包 含 装点 m go 和 wu,…, ws 的 最 小 区 
闻 。 吾 (Ff; 中 仍 岩 插 值 误差, 羡 芭 | 如 (Cf; @) | 和 [f(a) 一 Poko 上， 
其 中 Plw) 为 酒 数 lw) 在 结 点 ao po …, wn 上 的 和 次 插值 
多 项 式 。 
定理 设伏 是 正 交 数 (1<m<&n 十 1)， 则 当 了 (we) 属于 


:0080: 


环 ”( az, 玉 时 ,存在 一 个 仅 依 顿 于 %, wo, tp 的 
通 数 五 wb): 


i 9 一 荆 
Enlt) = Cm Bllw— 人 Ts eo 
-Ty OT dN) 
《7 .27 
使 得 
如 (广内 一 Eat) f(D) (7 .3) 


【证 】 依 假 设 条 件 , 可 以 将 了 (vw) 展 成 Taylor 级 数 ， 
f 0) = Qn (8) + Pm) ， 


其 中 

Qn ft oH tt (0), 
Bo mr Oa 

显然， 


Elfim = EQ 1 Rn 二 一 百人 0 + BR eo) o 
由 于 当 ja) 是 次 数 <m 的 多 项 式 时 插值 是 精确 的， 所 以 
五 (Ga 2 一 0, 并 因此 
Elfio) ~ ElRe; 0) 《7 .4) 
现在 ,我 们 写 出 吾 CRw 中 : 


BRm 0) ~ tyr | od) 


-~ > ho) ee i tk 11 
把 上 式 中 的 积分 合并 ,并 依 公 式 作 .信和 性 .四 , 即 得 他 .及 证 
毕 。 
定理 5 也 称 为 关于 质 值 公式 的 核定 理 。 阔 数 五 mw 已 称 为 


4 SF * 


Peano 核 。 显 然 ， 羽 w 人 的 只 依赖 于 mw mo， mm， 不 
依赖 于 人 o) 。 
利用 方程 (7.3)， 可 以 估计 插值 误差 的 界 , 结果 之 一 是 下 
面 的 
定理 8 设 避 是 一 正 整 数 (1 < m 所 n+), f(%) € 
Won a, 5), 刚 
BOfs 0) | SonMn, (7.8) 
其 中 en=| |En(t) |dt。 (7.6) 
[证 】 由 于 了 (ew) EW"(Mma, 术 , 所 以 
PART OT OL AL I EAGT A 


<| | Eatt) | Mandt— Mpn, 
证 毕 。 
自然 会 间 ， 佑 计 式 (7. 想 中 的 常数 em 能 不 能 用 较 小 的 常 
数 代 兰 ? 结论 由 下 面 的 定理 给 出 。 
定理 了 设 饼 是 一 正 整 数 (1 Srp<m 二，en 由 公式 (7 .全 ) 
前 出 , 则 有 疯 数 态 (o) E 他 "CE ae， 及 使 得 
(Bfo; 0 | 一 em 有 
人 本 天 mp， 当 环 w(O 关 0 时 ， 
天 四 -| 一 Mi 当 下 (ww) <0 时 。 
于 是 , 通过 对 f6*(w) 的 ww 次 不 定 积分 运算 ， 即 可 求 出 fo (lw) 
(自然 , 它 含有 避 个 任意 的 积分 常数 )。 依 他. 力 式 ， 
一 | 


人 而 IBCfo 的 1 | 下。CD782GD 
-| [EE mlt) dt omM wo 


(7.7) 


+ 28 4 


证 毕 。 
在 8 3, 我 们 得 到 ( 见 公式 人 (9.4)) 


A ,ti 
[BF 0 | < CT 


这 个 估计 与 人 7. 轩 式 的 估计 是 一 致 的 ( 取 mm=a+。 
定理 8 由 (8.4 式 与 (7.5) 式 给 出 的 捅 值 误差 的 界 是 全 
等 的 ,换言之 
| Kel) lay ee (een) (ee) le 
(7.8) 


| Ca— 0) (a—w1) a0) | o 


这 个 定理 的 证 明基 于 以 下 三 个 引 理 。 

引 理 1 当 i3 气 mm 过 nn 十 1 时, 核 函 数 攻 wm 但 在 [5 的 上 
至 少 改 变 一 次 符号 。 

{ 证 】 考虑 多 项 式 Qako) 一 gpm/m1o 车 各 二 % 十 1， 则 
加 (Qim a) 一 0。 但 是 


也 b 
B(Qm0) | Ew) Qn Cat= | Kn 


从 而 {En 0, 


并 因此 五 (月 诗 少 在 [e, 匀 上 改变 一 次 符号 。 证 毕 。 

引 理 2 如 果 挟 wb 在 [a, 8] 上 改变 证 次 符 续 ， 则 
站 (让 在 [La, 5b] 上 景 儿 改变 一 1 次 符 导 。 

【证 】 恢 (7.3) 式 ， 

En = =0 Cm=2, +, Nn 十 1)。 

另 一 方面 ， 不 难看 出 Knit) 是 Ei 的 不 定 积分 ( 取 负 
导 )。 由 此 推出 ,车 站 wa 人 及 在 抽 ， 雪 打扫 丰 二 坷 葬 去 
热 所 切 处 改变 符号 , 则 天 mt 六 在 区 = 和 2 一 1) 
上 最 多 改变 一 次 符号 。 


sa 9 we 


引 理 8 当 工 系 人 多 9 二 时 ,下 (及 在 [em 绍 上 恰好 朴 : 
变 呈 一 殉 十 荆 次 符号 (从 而 , 五 sa 人 的 在 ie, 引 上 不 变 号 )。 

‘证 ] 我 们 知道 ， 玉 。( 站 是 澡 一 二 阶 的 分 段 多 项 式 ， 特 
别 , 五 .C2) 按时 是 常数 。 忌 :多 在 点 mo 4,，*…， wns 处 有 网 
跃 。 国 为 这 些 点 中 有 两 个 是 [o, 四 的 二 端点 ,所 以 到 14D 的 符 - 
号 在 [we 如 上 最 多 改变 盖 次 。 如 果 吾 区 的 变 导 次 数 小 于 加 
或 者 如 果 对 于 任何 柬 拟 32 一 二 天 mw 坟 的 变 叶 次 数 小 于 站 一 癌 ， 
十 二 则 依 引 理 2 五 ,( 引 不 变 号 。 但 是 , 依 引 理 二 这 是 不 可 能 
的 ,于 是 钱 w(b) 恰好 政变 符号 吨 一品 十 工 次 。 

【定理 8 的 证 明 】 考 惠 函数 @rato) 一 wr nt 了)1。 由 
于 @r 全 《一 二 所 以 


iB(Q rn | =| (a m0) (a— 8) (eo— ws) | o 


(7.9> 
但 是 ; 恢 人 7 .3 式 又 有 ， 
AT ot) | 二 [|| koa) df 5 (7 .ID7- 

由 于 玉 n41( 介 不 变 续 ,请 
Eada -| IK ,rtt) |adfo .11y 


联合 (C7.9),，(7.10) 和 (7.11) 式 , 即 得 (7 .8) 式 。 证 些 。 


59. 插值 序列 的 收 钙 性 . 
设 对 给 定 的 函数 Jo ， 我 们 有 一 揪 什 多项式 序 列 ， 
下 0， 了 0 
此 处 
Pa( 殷 是 在 点 四,a pas ms 处 的 播 值 多 项 式 ， 
Pale) 是 在 点 ou oa sai sd 处 的 揪 俏 多项式 ， 


忆 _:( 约 是 在 点 WI a 瑟 本 刘 外 的 插值 包 项 式 ， 
我 们 还 设 所 有 的 点 和 ,mw 2 由， (一 3 和 44，…*) 均 属 
于 有 限 区 闻 [e, 人 的 ,并且 w% 是 [& 引 中 的 一 点 。 点 江 可 以 是 也 
可 书 不 是 a 一 4 和 3 如) 。 
我 们 考 虚 以 下 二 个 问题 ， 
问题 1. 在 怎样 的 条 忻 下 
lmPto = fl, wxE la, ©, 


特别 ,上 式 总 是 对 的 到 ? 

问题 2. 在 怎样 的 条 件 下 , 插值 序列 Pw) t 一 二 …) 
一 致 收 仑 于 了 (lw)? . 

由 于 这 些 问 题 的 解答 过 于 复杂 ， 记 以 我 们 只 是 陈述 某 些 
特殊 的 结论 , 用 来 说 明 什 么 样 的 结果 是 已 知 的 。 

令 了 DD) = |z|, 且 [Le 外 = [一 4, 力 。 信 定 利用 下 列 等 
阅 隔 点 米 构 造 插 人 多项式 ， 


出 1 .3 一 一 二 Wg, = 0, sy,9™ 1; 


bi, sO= 一 本， 人 pa 一 - 壮 ， wa 4 一 二 ， Ws, 4 = 1 


1 
ms= —1, 和 3 ,5 一 -去 ， Vas™= 0 245 一 可 ， ys 1 


办 


1912 年 Bepgmreiin 证 明了 下 面 的 定理 ， 
”定理 9 令 .je - jej, 并 利用 上 述 诸 点 构造 插值 多 项 
式 。 如 果 如 吃 一 4 ,0 或 1, 则 P10) 不 收 谣 于 了 (a) 。 
我 们 可 以 想到 ， 插 什 序 列 不 收 诈 的 原因 在 于 J(w) jsj 
没有 连续 的 导数 。 
是 不 是 可 以 通过 巧妙 地 选择 插值 结 点 ore( 下 一 工 2 


» Bl1» 


条 2%% 一 号 4，…) 即 可 使 插值 过 程 收敛 呢 ? Beprmreia 于 194 
年 证 明 这 是 不 对 的 。 
定理 10 恨 定 插值 结 点 zr,ntE 一 1 ,2,7 一 3, 4,…) 
均 属 于 有 限 区 间 [x, 轨 ， 并 且 是 对 先 给 定 徇 。 风 存 在 一 在 此 
区 间 上 连续 的 函数 fa), 相应 的 捕 值 多 项 式 序 列 并 不 一 致 收 
伍 于 (oa) 。 
现在 让 我 们 指出 搬 信 序列 能 够 收 伍 的 几 和 情况。 
知 函 数 foz) 对 一 切 % 均 可 以 展 成 收 仑 的 之 级 数 . 
fF) — ta wo + ane Co) "二 +-…, 
刘 称 它 为 末 西 数 。 例 如 , 函数 0， sin zx，cos wshw, ohw 均 是 
整 函 数 。 
定理 霸 令 f(e) 是 整 函 数 ,点 os 全 一 二 2 Pn 一 
4,……') 是 任何 属于 有 了 有限 区 间 [a, 51 的 点 集 ! 假 定 Dy ny Tan 
…， smn 是 不 同 的 )。 则 搬入 多 项 式 序列 在 [e, 人 上 一 至 收敛 平 
flwm) (证 明 见 Bepesat 和 捞 mmgoB 的 书 <Merorar BfrqaoreHaty， 
mm I, MocE., 1985, 128 页 1 。 
定理 现 设 f(w) 在 [- 1 切 上 有 连续 的 二 阶 导 数 ,又 设 
插值 结 点 取 为 


vn 008 (k= 2, ……, 风 ， 


则 当 %->o0 时 ， 岳 值 儿 可 式 Pp, 1(w) 在 [一 也 圭一 致 收敛 于 
了 iw}, 并且 


(2 1 


fl) — Pa_s(w) -Or 二 
(证 朋 见 了 E. Isaacogon 和 了 H. 卫 ， 玉 eller 的 书 The Analysis of 
Nuameriocal Methods, Wiley, New York, 1966, 2386 页 》。 
1956 年 , 83. HH. Epaop 证 明了 以 下 两 个 定理 ，. 
.定理 13 令 f(w) 定义 在 (一 1, 1 上 ，P, zw) 玫 f(w) 
* B22 : 


的 Lagrange 插值 多 项 式 ， 上 其 中 插值 结 点 为 网 次 Timmen 多 
项 式 的 零点 。 若 (42) 在 (一 1 人 上 绝对 连续 , 则 当 m->oo 时 ， 
-itp) 在 《一 工 1) 上 一 致 收 敏 于 了 (2)。 

定理 去 条 件 同 定理 148， 另 设 函 数 Jtw) 在 (一 4， 上 
次 有 和 界 变 差 , 则 当 入 >eoe 时 ，Pritwp) 在 了 (ww) 的 全 体 连 续 点 
外 收 唐 十 了 (vw) 。 

以 上 二 定 理 的 证 明 请 见 * 游 联 科 学 院 报 > CIAHCCCP, 107 
(1956), 362 ~ 885) 。 

区 使 当 郊 变 大 时 ，% 个 结 点 前 捅 信 才 项 式 P,_il®) 不 一 
定 收 敛 于 ftw), 在 计算 实践 中 揪 信 方法 还 是 有 用 前 。 对 于 大 
的 二 而 Peake) 不 收 敦 于 fw) 的 情形 , 常常 是 对 于 小 的 邑 来 
说 误差 | (2) 一 P.-ilw) | 下 村 到 其 一 程度 。 在 呈 的 这 一 范围 
内 ,可 以 指望 得 到 精确 到 一 定 前 有 效 位 数 的 近似 值 。 通 常 , 我 
们 并 不 使 用 高 次 插值 多 项 式 。 

关于 插值 方法 的 论述 ， 比 较 全 面 的 书 是 了. J Davis 的 
«条 慎 与 带 近 » (Interpolation and Approxzimation, Blaisdell], 
Waltham, Magss., 1968Y) 。 


第 一 童 习 古 


1, 设 已 给 定 wo， Tls ny 且 当 1 时 全 咏 m tty j=0, 二 "op 
82)。 试 证 明 Vandermonde 行列 式 


人 (fo Wis hi Wn) 一 2 只 2 生 昌 四 md 
和 (TET 


只 : 


名 2 
芍 惜 生 趟 为 堆 。 
[提示 ] 用 z 蔡 换 mm， 并 将 上 述 行列 式 按 最 后 一 列 展 和 开 。 索 虑 所 


. 得 的 # 欣 字 项 式 ， 它 的 量 遍 次 项 系数 为 古 (m 1 …， 加 -0， 它 的 根 
是 i 故 竺 全 人 骸 ，**， j= 全 (oy Ty ty tn) 
Xe 一 20) 一生)…(z 一 1)。 营 并 土 闵 过程 即 得 所 要 求 的 结论 。 
23. 得 弄 上 旺 结 论 ;证 明 锋 什 阿 题 有 唯一 解 。 
3, 一 于 本 和 二 居 十 4 鹤 每 出 它 在 结 点 组 一 40,1 和 一 1, 
去 ， 0, 3 hs i 上 的 所 通才 芽 式 。 
i 著 了 fo) 一 路 卡 史上 3， 疝 
Fea, 宫 ， "ys 0) 一 了 
fea, 31, rp 地 3 一 ? 
56。 利用 差分 性 质证 明 
FO -Bt ) 。 
[提示 ] ”考虑 差分 47(o) 王 PCn- 上 1) 一 了 (nm)， 并 利用 差分 的 性 质 
B, - 
6. 设 已 知 
了 (的 一 一 1491L， FD=—575, FCOD=661, FCO = 2265, 
用 各 tken 揪 值 法 计算 7(3.5)。 
7. 一 个 由 z=0 到 z=1 的 步 长 0.0L1 的 四 表 , 它 的 线 福 插值 的 最 
大 误差 是 人 多少 ? 
3. 证 明 ,对 任意 非 负 整数 刺 有 
于 【一 芒 氏 一 卫生 一 天 
9， 设 疙 罗 Emm 9 Db) 向 守 1 又 设 0seb, 则 函数 了 C5) 有 
如 下 的 Taylor 展 式 : 
FO FO HIV) GD Ft ea)" 


+ Bn (ew), 
其 中 BECx) 为 展开 从 项 。 斌 证明 


Bnl®) -nr C—O a 
10. 证 明 2 =1, 并 求 Btls) CO<b<m。 
卫 . 和 证 归 | 人 一 z) 人 一 本 (| 0 Ont 基本 和 


:让 : 


让 


mazttii— te) (OIC 1 
19, 在 结 点 间 ， 播 值 多 项 式 发 生 振 荡 状 的 激烈 变化 是 拉 格 角 百 揪 
. 值 的 缺点 。 说 因 这 意味 着 什么 , 并 作 图 加 这 解释 。 


第 二 章 一 致 通 近 


在 这 一 窜 我 们 介绍 俄罗斯 学 者 9ebtrmes 提出 的 最 佳 一 
臻 通过 的 理论 。 


$1. Weierstrass 的 第 一 定理 

大 家 知道 ， 在 全 部 实 变 数 函 数 的 数学 分 析 中 ， 居 于 最 重 
要 好 位 的 范 数 类 是 连续 记 数 类 总 [e, 中 与 连续 的 周期 函数 类 
Caro 

[ce, 引 是 定义 在 某 一 闭 区 间 [ez 如 上 的 一 切 连 续 实 画 数 
所 成 的 集 台 ; Cas 是 定义 在 整个 实 轴 ( 一 oo, 0) 上 的 一 切 具 有 
2 周期 的 连续 实 函 数 的 集合 。 

现在 我 们 来 叙述 下 近 论 中 第 一 条 基本 定理 。 

定理 1(Weierstrass, 1885) 设 Fo E [a, 的 ,那么 对 于 
和 企 意 给 定 的 s>0, 都 存在 这 样 的 党 项 式 已 (4 ,使 得 

max| Plw) 一 Fo) | <so 


六 于 这 个 著名 定理 ,现在 已 有 好 骆 个 不 同 的 证 法 , 其 中 公 
认为 最 优美 的 是 属于 Bepzmreiia 的 。 下 面 就 水 介绍 这 个 证 
话 。 

【Bepammretia 的 证 法 】 我 们 不 妨 开 始 就 假定 函数 的 定义 
区 间 是 fte, 中 三 [9, 可。 事实 上 , 通过 如 下 的 线性 代 换 : 

一 《站 一 如 和 十 区 
就 能 将 2 的 区 间 0<w<<1 变换 成 了 的 区 间 sa< 研 5 同时 , 显 
而 易 名 ,gz 的 几 项 式 将 变 成 ! 的 多 项 式 , 2 的 连续 函数 将 变 成 
# 的 连续 函数 。 这 样 ， 我 们 只 要 就 连续 函数 类 C0[0, 局 来 证 


+ 


衣 Weierstrass 的 定理 就 行 了 。 
对 于 给 定 的 了 (2) EOT0, 林 ， 作 如 下 的 一 申 几 项 式 二 
1, 2, "0 ): 


Bi (wy 一 > FE (eGo, (1.1) 
显然 BB(w) 是 一 个 各 次 多 项 式 。 
下 面 我 们 要 证 明 极 腿 关系 式 
lim Bs (ww) 一 了 Go) 
在 区 和 间 [0, 切 上 是 一 致 成 立 的 。 显然 这 个 命题 隐 含 着 Weier- 
strass 的 第 一 定理 。 因 为 对 于 任意 指定 的 s>0， 根 据 廊 要 证 


骨 的 命题 ,总 可 找到 一 个 充分 大 的 六 ,局 得 于 ”zz 站 时 伍 有 
max| Bitw) 一 了 |<, 


换 句 话说 ，Weierstrass 定理 中 记 主 张 的 了 Cw) ,只 要 取 琉 :(w) 
(其 中 4%w> 育 ) 就 可 以 了 。 
为 了 证 明 上 述 命 题 ,需要 用 到 一 个 初等 恒等式 ， 


> (nod Gon (1.,2) 
这 个 恒等式 是 容易 验证 的 。 事 实 上 , 由 于 


> ( 1 Pa- 


可 知 
左 端 = > (new3 -tb — kg) (rao | 


二 P33 十 ba ( 人 人 一 arm 如 人 1 J 


= np? 十 BD etm 


se BT sj 


+ (1—2nw) Sr 1 和 ea-am， 


nn nl) (sa) go 

一 mw 上 n(n 一 1 十 (1 一 2nw)nws 一 右 端 。 
对 于 [0， 妇 中 的 每 一 固定 及 任 一 固定 正 整 数 %, 令 

Ba 如) = max If Co) 一 /二 ) ， 
上 式 的 右 端 代表 当 皮 取 所 有 合乎 条 件 
用 1 

. Ee <(5) 
的 正 整 数 时 所 得 的 最 大 差 数 。 根 据 了 (lw) 在 名 , 蕊 上 的 一 致 连 


续 性 , 可 见 必 存在 一 串 se>0, 使 得 
sn)<eayD (n>o0)o 


记 of —Bilo) = [ff (EL) lo) 
+3” [7 C0) —/f (FE)] he), 
洪 中 号 与 37 分 别 者 示 按 照 如 下 的 条 件 . 
| 着 一 和 | < 
对 一 切 占 取 和 ; 又 
sal (TF ao 
令 六 一 max|f(o)1, 则 显然 有 
]f(@) — BM) < ers) 2 MD (0) 
，- < 一 aa 十 2 ME Ms), 
而 且 利 用 已 经 验证 过 的 恒等式 (1.2) 可 知 
WD D) < ne) ) nll—e) Ct。 


~ $8 4 


)" 


Ft 于 
因此 ， Fl) < 4( 


WORTAOIPIR EAE 


注意 上 列 不 等 式 的 右 端 与 g 无 关 ， 而 且 随 着 寻 的 无 限 增 大 而 
趋 于 0。 这 就 证 明了 多项式 序 狼 丽人 对 于 了 (ww) 的 一 致 收 
钱 性 。 

注 记 1 Weierstpasa 的 第 一 定理 实际 上 正好 解决 了 如 何 
利用 多 项 式 作 成 的 函数 项 级 数 来 表示 连续 孙 数 的 问题 ,因为 ， 
任意 取 定 一 个 单调 下 降 于 口 的 数列 5,, 则 对 每 个 8 都 可 找到 
一 个 多 项 式 PP,(w) 使 得 | Puto) 一 了 (wv) | <3 。 于 是 令 

地 (0 = Pmt), Qt) = P(e) — Pr atv), %>1, 


可 知 级 数 D1 Qe) 
的 第 ”部 分 和 从 好 与 Pu Ce) 相合 ， 因 而 该 级 数 也 就 一 致 地 收 
敏 于 Fw) 。 


注 记 2 在 Fepmmei 的 证 法 中 ， 最 然 不 仅 证 明了 近似 
多 项 式 序 列 P,(w) 的 存在 性 ,而 且 还 笋 出 了 构造 Plw) 的 一 
个 县 居 方 法 。 事实 上 ， 记 (Ww) (wm 二 1，2,，…') 便 构成 连续 西数 
Fw) Oe) 的 一 个 近 亿 多项式 序列 。 这 样 的 证 法 通常 
多 之 为 构造 性 的 证 明 方 法 ， 它 要 比 一 般 数 学 土 所 说 的 总 粹 看 
在 性 的 证 明 更 有 价值 。 册 外 ,还 值得 提 到 的 是 ,Depaamrei 多 
项 式 Bt) 在 延 量 问题 和 计算 几何 学 中 也 有 其 应 用 。 

注 记 3 考虑 Weierstrass 定理 的 构造 性 证 法 之 前 ， 卫 . 
Borel 曾 提 册 过 这 样 的 问题 ， 作 这 桩 的 多 项 式 瑟 .sfe)， 司 得 
对 于 多 项 式 


Plw) — fF (EL) Pn le) 


和 对 于 任 一 个 在 [0, 可 上 连续 的 函数 Fo) ， 就 每 一 个 充分 大 
的 % 来 说 ,不 等 式 

| Fe 一 下 | < 
在 [0, 1 上 都 成 立 ( 其 中 :是 预先 任意 指定 的 正 数 )。Borel 曾 
经 自己 解决 了 这 个 问题 。 但 若 按 照 杞 自己 的 论证 手续 去 寻找 
se) 的 赤 达 式 , 那 是 烦 为 复杂 而 烦 难 的 。 现 在 ,根据 Bepr- 
ITrefx 窗 项 式 的 结构 形式 ,只 需 取 


Pk,n Cw) 一 (? je 


也 就 回 注 地 解决 了 上 面 所 说 的 问题 。 故 Bepararetts 的 证 法 还 
巧妙 地 回答 了 Borel 问题 ‘详情 可 参考 H. 日 . ITysa 著 « 实 变 
函数 论 >8 63)。 

注 记 生 关于 Weierstrasg 定理 (定理 1 和 836 的 定理 
的 各 种 其 它 证 法 是 分 别 由 Lebesgue, Landau, Vallée- 
Poussin，Fejér, Stone 等 人 提供 的 多 。 可 以 从 B. XL. TorapoB 
的 经 典 著作 < 函数 的 插值 与 着 近 理论 一 书 中 指 到 一 部 分 证 
法 。 


$ 8，Borel 存在 定理 

定理 工 告 诉 我 们 ， 凡 Cie, 下 类 中 的 任何 函数 都 可 以 用 
多 项 式 近似 地 表示 并 具有 预先 任意 指定 的 精确 度 。 热 面 ， 这 
时 近似 多 项 式 的 次 数 却 可 能 很 高 。 因 此 自然 要 问 ， 如 果 预 先 
对 近似 多 项 式 的 次 数 加 以 有 限制 ， 则 近似 多 项 式 将 能 达到 怎样 
的 最 高 精度 ? 为 讨论 这 个 问题 ， 需 要 引进 二 系列 的 重要 入 
念 。 


”部 分 证 法 请 见 第 四 章 &4， 
1 dO， 


以 后 我 们 总 用 五 。 表示 次 数 不 高 于 ?的 那些 实 系 数 多 项 
式 的 集 人 台 , 娜 形 如 
Pl) =00+01w+ 二 Ca 
的 多 项 式 的 集 食 。 其 中 雍 高 次 项 的 系数 mm 与 co 等 也 下 以 
是 0, 因此 显然 有 互 oc 五 :C 五 as 上 …。 
证 FEC[e 如 ,PCw) EH,, 则 数值 
A(P) =maxjP(o) 一 fo)| 


便 称 为 PCw) 与 了 Cw) 的 信 差 ; 而 偏差 的 下 确 界 
BB,(f) int{4(P)} 


恒 叫 鼠 。 对 给 定 画 数 .Jon 的 最 小 偏差 , 又 称 为 吾 。 中 之 多 项 
式 对 了 (2) 的 最 佳 通 近 。 

和 朗 然 人 们 会 想到 去 间 ， 互 。 中 是 否 总 存在 这 样 的 窗 项 式 
了 P(tw) 使 得 4(P) = 最 小 偏 莽 刀 o 往 下 我 们 诗 到 Borel 的 一 个 
定理 时 ,就 知道 门 题 的 答案 是 肯定 的 , 即 最 小 偶 差 是 能 够 达到 
的 。 

不 难看 出 再 ,六 0， Ho Bi > 加。 3。 到 根据 Weier- 
strass 第 一 定理 , 可 知 如 ,> 0 一 cc)。 现 在 我 们 就 来 论证 ; 

定理 34Borel，j1905] 对 于 任何 了 (wyY EO[La,， 的 , 集合 
二 ,中 总 存在 这 样 的 多 项 式 PCw) 使 得 

4(P) = BE, 

在 正式 进入 这 个 定 旬 的 证 明之 前 ， 先 提醒 读者 回忆 一 下 
这 样 两 个 极其 简单 而 重要 的 事实 ，( 一 ) 凡 定义 在 有 界 闭 区 域 
了 上 上 的 多 元 连续 函数 芋 少 必 在 区 域内 的 一 点 处 达到 最 小 值 ， 
二) 如 果 一 个 多 项 式 在 闵 区 间 [e， 妇 上 处 处 取 零 值 ， 则 该 多 
项 式 必 恒 等 于 零 { 亦 即 各 项 系数 都 是 零 ) 。 

为 了 简化 证 明 中 的 叙述 形成 ， 给 Ce,， 困 中 的 每 个 丽 数 
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.规定 一 个 广义 结对 位 {或 范 数 )。 邑 车 了 (zw) ECEe, 的 , 则 称 
f= 17 | sf | (2.1)} 


为 了 tw) 的 广义 绝对 值 。 不 难看 出 这 种 绝对 值 ( 范 数 ) 有 号 通 
常 绝对 值 完 爹 相似 的 性 质 。 例 如 ， 当 且 仅 当 了 (tw) 三 0 时 才能 
有 | 并 -= 车 9qke) 为 Ca, 9] 中 任 一 淫 数 , 则 上 I< 上 ff 一 gl 
十 gl, 以 及 由 移 项 可 知 有 
下 有 一 和 SS 一 让 ( 范 数 不 等 式 )。 (2.2) 
借助 范 数 符号 可 知 有 如 于 的 
Borel 定理 的 另外 叙述 ”对 于 任何 je EC [e, 可 ， 集 
会 瑟 , 中 总 存在 多 项 式 Potw) 一 68 十 ciw 十 … 十 cx2”, 使 得 
[fF(8) 一 5 一 人 一 一 co 


— inf |f 人 ) 一 0 一 cz 一 … 一 car。 
显然 可 把 
poo, CH Cn) 一 [fw) 一 一 0 入 一 …… 一 oa 


看 作 变 数 ec …', 的 密 元 画 数 。 当 co ca ,cn 各自 
取 尽 一 切实 数 时 ， 亦 即 相 当 于 了 (x) 走 遍 整个 集合 五 .。 因 
此 Borel 定理 的 意思 等 于 是 说 存在 有 限 值 86， 有 …，, 信使 得 
画 数 mw 达到 最 小 慎 ; 
pen, ol, 0 —inf gteo, 01, -cn)。 
下 面 我 们 要 从 yp 的 连续 性 出 发 来 论证 这 一 点 。 
【定理 2 的 证 明 ]】 先 验证 p 是 诸 变 元 的 连 法 画 数 。 事 实 
上 ,利用 范 数 的 定义 (2. 门 易 知 
(co C1, 177, 00) ~ le, Cl, ***, Cn) | 
FD 60—08— 0) — (Fr) 一 上 
op 一 一 en 
|oo—to| 二 | cl :elt | cnl :lanl 


< oo0| 十 | 站 一 人 | -M+ + | mo} -Mr", 
其 中 如 为 lw] 在 Le, 四 上 的 上 界 。 因 此 ， 当 Cu 一 ck (R= 0, 1, 
人 时， 也 就 有 geo oa 50) 一 0 (oo 中 0)。 完 
全 类 似 地 , 可 知 
peo, ou 6) 一 jos 十 ct 十 … 十 ca 

也 是 诸 变 元 的 连续 函数 。 

其 次 再 验证 2 的 最 小 值 ( 焉 下 请 异 ) 的 位 置 决 不 会 在 无 旁 
远 处 。 事 实 上 ,可 证 明 | 


Veo, C1 °° Ea) +o0, 当 六 中 > 十 co 时 。 
令 (9): 加 噶 - 工 代表 % 二 维 欧 兵 空间 中 的 闭 球面 。 册 连续 
巩 数 由 自然 会 在 这 闭 球面 上 达到 它 的 最 小 值 /x 


min wco, 1 cn) ->0。 


这 里 的 号 为 什么 不 能 等 于 零 电 ? 这 是 因为 假如 

则 一 [oo 十 cz 十 ，… 十 ca 中 一 0， 
就 必然 是 oo 一 =… 一 印 一 0。 亦 即 只 有 在 球面 (3 的 中 心 
才 可 能 取 零 值 , 面 在 球面 上 既然 诸 oz 不 全 为 零 , 放生 的 值 必 
永远 大 于 零 。 现在 再 利用 一 下 范 数 不 等 式 2,29， 得 知 ( 当 


> ci>o0 时 )， 
Foo, C1 ca) 
|cotewt .+t ol 一 下 Fe) 


-Sa 
> "一 | 有 一 十 ce 


县 如 上 述 ， 就 有 充分 大 的 数 y>0 存在 ， 使 当 o> 
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了 时， 保证 有 Peo, Ci ~”, cn) > | fl, 另 一 方面 ， 在 闭 球 域 
六 ci<< 人 内， 连续 函数 9 自然 会 在 某 点 (5, 号 …， 只 处 
达到 其 最 小 值 ( 且 决 不 比 上 fl 为 大 ): 


min gleo, 061, **, 0%) 一 六 (人 全， 
pO, hi 0) 一 IFl 9 

在 球 外 既然 9 恒 大 于 上 1fl， 因此 可 见 pCes, 后 po) 还 必 
定 是 在 那 整 个 n+1 维 空间 中 的 最 小 值 。 这 就 完成 了 定理 2 
的 证 明 。 

在 Borel 定 理 中 , 所 肯定 存在 的 那个 满足 条 件 4(P) = 可 
的 nn 次 多 项 式 PL(w)， 称 为 函数 了 Cwm) 的 最 小 偏差 多 项 式 或 最 
佳 逼近 多 项 式 。 这 种 多 项 式 究竟 具有 那样 的 特征 以 及 是 否 叭 
一 存在 等 问题 ,应 该 说 比 WWeierstrass 表 近 定理 或 Borel 的 存 
在 定理 所 要 回答 的 问题 更 进 了 一 步 ， 然 而 却 远 在 逼近 定理 发 
现 之 前 30 年 ,就 已 由 estmmep 所 全 部 解决 了 。qegrzmmep 之 所 
以 未 能 去 完成 逼 返 定理 揭发 现 ， 主 要 是 由 于 当时 没有 注意 到 
考虑 至 一 0(n 一 oo) 的 问题 。 同时 在 de6ammea 当初 看 来 ， 最 
佳 逼近 多 项 式 的 存在 似乎 是 豪 无 疑问 的 (从 而 是 元 需 证 明 
的 ), 因此 直到 他 死 了 十 年 以 后 (1905 年 ), 才 由 Borel 补充 建 
立 了 上 述 的 存在 定理 。 这 显然 是 符合 从 感性 到 理性 的 认识 发 
展 规律 的 。 


$$， YHejblweB 定理 ... 
本 节 介 绍 Je6mmres 所 发 现 的 面 个 重要 定理 。 
设 给 定 一 个 函数 fw) ECOfe, 加。 又 设 Pw) 是 Fo 在 
二 , 奖 中 的 一 个 最 符 表 近 多 项 式 , 亦 邯 
[Pw — Fm) | = EB,, 
< 44 。 | 


如 果 志 , 一 0, 那么 这 表示 了 tw) 是 一 个 次 数 不 高 于 的 宪 项 
式 。 除 了 这 种 显而易见 的 情况 不 予 考虑 之 外 ， 我 们 一 般 总 是 
人 恨 定 ,> 0。 

因为 连续 函数 |P(ls) 一 了 wm) 在 闭 区 间 [e， 人 上 总 能 达 
到 最 大 值 ,所 以 至 少 会 有 一 点 徊 司 得 

| Pigo) — fw0) | = BE, 。 
我 们 就 把 任何 这 样 的 点 称 为 已 (e) 的 偏离 点 一 一 简称 (6) 点 ， 
并 且 根 据 不 同情 襄 
P(ro) 一 了 (ao) 一 或 PCzo 一 ao) 一 一 而 。 
而 分 遇 称 不 过关 (二 ey 点 或 ' 一 ) 权 (六 可 称 为 Ptw) 对 
了 tw) 的 正 偏 离 点 或 员 偏 离 点 )。 
”容易 证 明 , (十) 点 和 (一 ) 点 都 是 存在 的 。 例 如 ,要 是 假定 
最 佳 逼 近 多 项 式 Pl(@) 没 有 一 ) 点 ， 因此 财 对 于 [ 们 的 一 证 
%, 都 有 
Plg} — fF (8 > — Bo 
内 而 连续 函数 卫 (w) 一 了 (wm) 的 最 小 信也 必 大 于 一 吾 。 可 记 
min(PO) 一 了 (0)) 二 一 杏 十 约 , >>0。 这 时 对 于 [a, 切中 的 
一 切 w, 都 有 
一 2h < Pe om fm) BE, 
Bh A fw 

剑 即 有 | [Po — 和 一 了 (2) | 所 如 一 
但 这 表示 名 次 多 项 式 P(w) 一 与 Fe) 的 偏差 小 于 本 ,显然 
这 是 与 也, 的 定义 相 者 盾 的 。 同 理 , 要 是 假定 Pw) 没有 (十 ) 
点 , 那 也 会 导出 了 矛盾。 

现在 我 们 来 逐步 论证 下 面 的 Ue6mmes 基本 定理 。 

定理 (degytieB,1859) 五 , 中 的 一 个 多 项 式 已 (四 成 为 
Ola, 中 某 给 定 画 数 ,7 四 的 最 佳 逼近 多 项 式 之 充分 必要 委 


=。 二 时 


入 是 ，| Po 一 2) | 在 闭 区 间 [a， 约 的 不 少 于 23 个 局 名 
这 到 其 绝对 极 大 值 ,而 且 这 些 点 依次 为 正 偏 视点 和 人 负 偏 栅 点 。 
Lt 证 】 充分 性 部 分 。 假 定 | Po 一 Fo 满足 了 定理 
葛 条 件 , 我们 要 去 验证 Polw) 必定 是 最 佳吉 近 和 多项式 。 令 
A—max| Polw) — fle%)|。 


根据 稻 设 , [zs， 引 上 存在 点 组 (所 谓 交 错 组 ) 
TL < 

使 得 ] Polo 一 了 C2) | 一 4 一 1 入 … 9 十 2 而 且 在 这 组 
点 上 丽 数 差 Polw) 一 f(w) 依次 变 号 。 要 证 明 Polw) 是 最 佳 
迄 近 多 项 式 ,内需 证 明 4 一 如, 一 召 ,.( 放 就 可 以 了 。 

注意 4=4(Po) 庆 如 。, 所 以 车 是 采用 归 衣 证 法 , 则 可 假设 

A EH,o 
用 了 (w) 表示 对 Je) 的 最 佳 反 近 多 项 式 ,并 写 出 
Po 一 已 (on = LPolw) 一 Jo0] 一 [P(eD 一 FoD)]。 
注意 其 中 ]P(w) 一 feD) 交 也 一 4 可 见 
PofonD ~ Plm) 与 Polw) 一 on) 
两 者 的 符号 必 相 同 。 从 而 Po(o) 一 Plw) 也 在 点 组 上 依次 变 
号 。 因 此 了 Polw) 一 Pte) 在 各 子 区 间 
kai， 3)， 《za Ge) ， (stl Wat3) 
钓 都 有 零点 , 亦 即 共 有 ?十 革 个 零点 , 但 Polw) 一 Poe) 明明 是 
次 数 不 高 于 % 的 多项式 ， 唯 一 可 能 是 Polw)} 一 Pw) 三 0。 这 
样 一 来 ,所 得 结果 4CPo) ~ 4CP) 便 与 原 设 
AP) = A> HE,- A(P) 

根 菠 盾 。 由 此 矛盾 佳 我 们 断定 上 一 局。 为 真 。 

必要 性 部 分 。 设 已 知 了 (w) 是 最 佳 禹 近 多 项 式 ， 我 们 村 
去 证 明 [&, 如 上 必 存 在 如 下 的 点 组 ， 
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or < a < ng, 
它们 依次 成 为 (十 ) 点 和 (一 ) 点 。 让 我 们 用 点 组 
一世 术 人 和 人 
把 to, 可 分 成 如 此 小 的 子 区 间 fw， tt] ,使 得 连续 函数 了 (cy 
一 了 (w) 在 每 个 子 区 间 上 的 振 概 都 小 于 本 本， 车 Fu。 :本 


至 少 含有 一 个 人 @ 点, 便 称 它 散 (6) 区间。 自然, Plw) 一 了 on 
在 (@ 区 间 上 不 能 为 似 , 因 而 必 保 持 定 号 。 记 以 我 们 总 可 以 把 
一 切 (e) 区 间 分 成 两 类 , 一 类 是 (十 ) 区 间 , 在 其 上 差 数 Po) 一 
fo 总 是 正 的 ; 吸 一 类 是 (一 ) 区 闻 , 在 其 上 Po) 一 fw) 总 是 
负 的 。 
再 把 所 有 前 (的 区 间 依 从 左 到 右 的 顺序 篇 号 排列 成 : 号 ， 

ds， …， dx。 为 了 确定 起 见 ， 无 妨 设 而 为 (十 ) 区 同 。 一 般 说 
来 ,可 把 诸 丁 人 恢 下 列 格 式 分 成 若干 组 

十) 区 间 三 ，G2，…， 人 ; 

《一 ) 区间 dt a 

《一 四 ”区 闻 Br Denstas “7 Ormo 
.上面 的 每 一 组 中 都 至 少 含有 一 个 (e) 区 亲 , 天 此 为 了 完成 定理 
的 证 明 , 只 须 证 明 

TP 外 十 着 
职 可 以 了 。 
以 下 采 界 妇 课 证 法 。 假 定 mw 二 nn 十 2。 由 子 画 数 着 Pl(w) 
一 了 f(z) 在 闭 区 间 ,和 xz 十 的 符 导 相反 , 鼓 加 的 右 端 点 不 
能 与 $41 的 左 端 点 重合 。 丙 出 总 可 以 在 呈 之 有 与 四 之 
左 选 取 一 点 刀 , 不 和 妨 采 用 顺序 关系 符号 者 示 为 
办, 一 ot < 人 to 


*。 生 7 > 


局 邓 , 可 取 这 样 的 一 些 点 由 ，oa om-l, 而 使 
dps < oa < pa 
yo, mn 去 pmit1o 
现在 我 们 作 m% 一 1 次 多 项 起 pt@) = {a 一) (on 一} 
* tom-1 一 2)。 由 假定 已 知 各 一 宝 史 故 po EE 及 i。 胶 然 pt) 
除开 诸 mm 点 之 外 别 无 其 它 堆 点 ， 因 有 此 plw) 在 各 组 加 区 间 上 
恒 保 持 定 号 ,六 有 昌 还 和 各 组 区 间 的 人 9) 点 符号 相同。 亦 即 在 所 
有 (的 区 间 上 p(w) 与 P(g) 一 了 lw) 符号 相同 。 
设 Fw， 由 可是 原 分 划 中 的 任 一 区 间 ， 如 果 它 并 非 (8) 区 
间 , 则 自然 是 
max |P(le)—f(w) |< Bo 


令 "表示 所 有 非 (e) 区 间 上 的 那些 max|P(w) 一 了 (w)' 中 的 
最 大 值 , 则 自然 是 << 到,。 
为 了 完成 归 廖 证 法 , 亦 即 为 了 导出 所 期 望 的 矛盾 , 可 设法 
造 出 豆 , 中 的 另 一 多 项 式 
0) 一 上 (ao) 一 sp(w), 

使 其 与 flw) 的 偏差 竟 小 于 下 稍 界 鼠 (自然 这 就 是 矛盾 了 )。 
为 此 目的 ,只 需 选 一 个 合 于 如 下 条 件 的 小 正 数 s 即 可 ， 

spbo) 上 << 本 一 印 ，el pbe)| 一 到 加.。 
这 样 ,我 们 确定 QCw) 之 后 , 便 可 验证 4(@) < 加。 事实 上 , 当 
如 不 属于 (的 区 间 时 , 则 

| 和 — Fo) | | Pe) — fe)| telp(e)| 

< 人 +elpn | < BE,; 

又 当 久 属于 某 一 (6) 区 间 坝 时 ， 则 由 于 splm) 和 函数 差 已 (办 
7@ 同 号 且 
人 


| 一 Po)1> 豆 画 > so 人 


成 得 | 站 一 Fo 一 | 五 ta — Fw) — sple) | 
=|P(e)— fm [一 spoy j 
< E— elptw) | 
故 已 验证 对 [2， 门 中 的 一 切 g 部 有 |Qeo 一 了 (80) | 二 可 。 如 
此 便 已 获得 记 期 望 的 巴 乔 4(8) < 可 定理 至 此 使 完全 证 明 。 
基本 和 定理 中 所 说 的 点 组 zi wa …, ownra 通 币 称 为 emrmrep 
交错 妞 。 定 理 的 主要 意思 实际 也 就 是 说 明 交 错 组 的 存在 态 巧 
最 佳 和 逼近 黎 项 式 的 特征 。 作 为 基本 定理 的 一 个 推论 ， 还 很 容 
易 得 册 唯 一 性 定理 。 
定理 和 对 于 给 定 的 了 (w) ECTe， 人 ,集合 十 中 只 存在 
一 个 最 佳 和 逼近 网 项 式 。 
【证 3 候 如 在 五。 中 有 两 个 最 佳 到 近 多 项 式 (9) 和 和 
Cw) , 则 对 一 切 wz 将 有 
—E 人 Po)— fw E,, — Ee Oe) 一 天 四 < 
将 两 个 不 等 式 相 加 除 贡 2, 则 得 
,< 0) —f lo) Bn, 


这 表明 R(o) -于 [P(o) 十 Q(w)] 也 是 一 个 最 使 带 近 多 项 式 。 


因而 对 Rlw; 而 言 ,将 存在 交错 组 
D1 dg 0 


设 wm% 是 及 (w) 的 一 个 (十 ) 点 , 则 
ECP (on) FTQGa)] 一 7Geo — Bn. 
册 Qew) 一 了 (ow) 所 如 , 可 推 四 
二 [Pew) 一 了 (v0)]> 如 ,一 二 ,一 堵 配 


亦 即 PCs) 一 Fo 也。 但 PC) 一 了 (6) 总 不 能 大 于 如,, 因 
此 了 (os) 一 了 (ow) = 如 ,。 这 表明 ws 是 PCe) 的 一 个 (十 ) 点 。 同 
理 可 知 它 也 是 (2) 的 一 个 (十 ) 点 ,于 是 
Pr) ~—f (ex) — EB — Qs) — fo), 

闵 即 在 交错 组 的 n+2 个 点 上 了 Ploy) 一 Q(my) 。 琶 然 卫 ,日 莉 
是 % 次 多 项 式 ,因而 P(w) =@(e)。 

注 记 1 对 于 已 经 掌握 泛 闫 分 析 基 础 知识 的 读者 说 来 ， 
不 难 理解 到 关于 最 佳 逼 近 问 题 的 提 法 可 以 提 得 更 为 一 般 些 ， 
例如 ， 我 们 可 以 讨论 绕 性 赋 范 空间 如 中 的 任 一 元 素 9 由 空间 
中 有 限 多 个 线性 无 头 元素 m，aa，…, sw 所 构成 的 线性 组 合 
作 最 佳 于 近 的 问题 。 就 这 种 情况 而 言 ， 事 实 上 成 立 著 更 一 般 
的 Borel 存在 定理 。 论 证 的 方法 也 一 模 一 样 ,只 要 将 广义 绝对 
值 理解 成 一 般 意 义 下 的 范 数 即 可 (可 参考 Jinorepag-Cofoaes 
合 著 的 < 泛 攻 分 析 概 要 ?第 二 章 8 16) 。 

注 记 2 de6mmes 的 基本 定理 暗示 了 作 最 佳 逼 近 多 项 
戒 的 途径 ， 特 别 是 在 某 些 最 简单 的 情况 下 (例如 -0， 工 时 ) 
计算 非常 容易 。 但 就 一 般 的 情形 说 来 ， 要 寻找 具体 的 最 佳吉 
近 多 项 式 芭 是 一 个 极其 困难 又 是 至 今 尚未 完全 解决 的 问题 。 
当然 ,有 时 为 了 实际 上 的 需要 ,将 不 得 不 借助 于 近似 解法 。 关 
于 这 方面 的 结果 , 可 参阅 了 H. II Haranoon 的 书 < 函 数 构 造 论 
的 第 一 篇 第 二 章 。 


状 汪 ，9efbrtrea 多项式 

Te0prmep 放 项 式 的 发 现 是 和 考 虚 如 下 的 问题 分 不 开 的 : 
葵 定 男 数 fo) 一 (一 lwo) ， 亲 怎样 以 不 高 于 n 一 1 次 的 
歼 项 式 


Pot) 一 一 Cn 一 G0— us 


3 0 


去 作 最 侍 逼 近 ? 

根据 Te6smzes 基本 定理 ,如 果 了 io 是 江 的 最 佳 逼近 
多 项 式 , 那么 偏差 

eton 10 Crm Co| 
就 得 在 区 间 [一 I，1] 的 灶 m% 二 I 个 点 (所 谓 交 错 组 ) 处 依次 改 
变 符 号 并 达到 它 的 最 大 人 入。 显然 ， 上 述 的 偏差 也 可 以 看 作 是 
名 次 多 项 式 
Plm) =00t- 0 nr cn = 

与 f(%) 三 0 的 偏差 。 因 此 原来 所 考虑 的 问题 也 可 以 称 之 为 景 
小 案 馆 差 问题 一 一 亦 即 以 吾 。 中 最 高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 
去 作 浊 的 最 侍 融 近 的 问题 ， 同 时 ， 对 0 的 最 佳 到 近 多 项 式 
上 ko) 也 可 称 之 为 % 次 的 时 路 本 偏差 多 项 式 。 

为 了 去 确定 Pskz) 的 具体 结构 形式 ， 让 我 们 来 回忆 一 下 
三 角 数 Y 一 cos 吧 的 简单 性 质 。 显 然 这 本数 在 n+1 个 点 


一 下 (一 9,1，…, 0) 处 依次 玻 变 符号 ,并 使 oogm91 达 到 


它 的 最 大 值 1。 另 一 方面 ,我 们 又 知道 oo8m9 可 以 展开 成 os 他 
的 含 上 次 乘 乔 的 有 穷 豚 数 。 这 样 一 来 ， 可 见 只 要 令 co90 一 
( 亦 即 6 一 aro cogs)，oognd 便 变 威 了 ee 的 n 次 代数 多 项 式 。 


换 旬 话说 ， 
了 (8) 一 o08 (Cn RTO 008 人) 
就 是 x 的 “次 多 项 式 ， 而 且 它 具有 如 下 的 de6mmea 交错 组 


( 诸 点 分 布 在 区 间 [ 一 1, 1] 上 )， 


mr 一 cog 顾 (F=0, 1, +, 5)。 (4.1Y 


这 样 一 来 , 我 们 几乎 已 经 解决 了 了,(w) 的 移 造 问题 。 唯 一 竺 
下 来 的 事情 只 是 去 选 定 一 常数 因子 co。 健 使 ocosCnarccoswmy 
的 最 高 次 项 2” 的 系数 成 为 1 就 可 以 了 。 


: I: 


广 意 
ng 一 到 (ee 于 om = [co + isingyt (e086 ésing)] 


-LT VT) VD)", 
将 上 式 最 右 端 的 式 子 路 以 如 并 取 极 限 , 得 到 


于 下 [+V 革 评 )(G-VI 二 门 -了 
所 以 , 取 6 一 2-" 便 得 到 了 最 ee PF 
WY) = 2 "oo0g tn aro cog wy 。 (4 .2 
这 样 一 来 ， 原 来 所 考虑 的 问题 也 已 经 完全 解决 ; 因为 只 要 到 
1D) 二 让 (9) 一 w+ 就 可以 了 。 
Ze) Bt VT" (一 VD 人， (4.0 
这 便 是 通常 所 称 的 "次 Te5Fnnep 多 项 式 。 
其 次 , 极 据 三 角 醒 等 式 
cos{nt+ l=2000008nd— con— DO (no1, 3 和 )， 
作 变 数 代 换 6 一 arc cosw 还 可 以 学 出 如 下 的 弟 推 公式 
Fi) 一 ao 一 子 下 (on) (4.4) 
2, 8, 
注意 Pole) = 硅 1。 因此 反复 利用 上 面 的 递 扒 公 式 ,可 以 很 容易 
地 定量 ， 
Fi (8) =%, 
Tw) 一 0 一 亏 ， 


a BS : 


9 
Fig) = i 
人 (ay 一 一 二 
(= mp- 了 出 ， 
人 (to 一 0 
等 等 。 芭 于 最 一 般 的 形式 ,可 以 表 作 
站 外 了 各 一 站 一 
(0) -二 -地 ) 了 i ] » (4.0) 
这 个 普遍 表达 式 是 可 以 报 据 (4.2) 及 余弦 % 们 和 角 公 式 推导 出 
来 的 , 这 里 就 不 去 细 说 了 。 
为 使 读者 获得 一 个 更 具体 的 印象 ， 这 里 不 妨 将 定义 在 区 
间 [ 一 1, 二 上 的 前 六 个 Te6mme3 多 项 式 和 (on 一 2 证 ,(w) 的 
几何 图 形 列 示 如 下 ， 


A Ns 
LY 


从 图 中 可 看 出 每 个 信 (w) 或 于 ,(w) 者 有 sn 二 1 个 偏离 点 ， 
而 庄 全 ,Cw) 的 偏差 分 别 为 1 本 
让 二 | =1, [| 一 本? | 有 | 一 EE 


» Bd。 


44- 寺 2- 二， -= 吉 。 
-- 般 说 来 ,由 浇 如 mm 十 mao 十 … 二 oum 二 oo 的 多 项 式 所 能 给 出 
的 最 小 零 亿 差 为 
|= se 
最 后 ， 我 们 再 指出 Tomzmes 多 项 式 系统 的 一 个 重要 性 
质 , 即 在 区 间 [ 一 切 上 关于 权 西数 p(2) 一 <。 的 正 交 性 
了 / 


cos {narc coswy | 一 


| 


F mCP) Tm) 
I 一 各 


证 明 域 易 。 令 2%=co089， 则 dw 一 一 sin 900 一 一 V1 一 在， 
且 条 (一直 cosm6。 因 之 上 述 积分 转化 为 


dw 一 0， 当天 nn 时 。 (4.6) 


(3) | ,sosme ooangag =0 (m 天 和 %)。 


我 们 知道 在 机 械 求 积 公式 的 理论 中 , 多 项 式 系 统 { (wm)} 
的 正 交 性 是 构造 某 种 Gauss 型 求 积 公式 的 依据 。 又 关于 
Me6smea 多 项 式 诸 性 质 的 进一步 讨论 ， 可 查阅 Haraoo 的 
< 画 数 构造 论 > 第 一 编 第 二 章 8 4。 


8$8. 三 角 多 项 式 的 一 般 性 质 

前 四 节 所 讨论 的 ， 都 是 关于 用 代数 多 项 式 去 逼近 连续 函 
数 的 问题 。 如 果 考 虑 利用 最 简单 的 分 析 工 具 去 训 近 周 期 性 的 
连续 琐 数 ， 自 然 就 想到 应 该 利用 三 角 儿 项 式 。 为 了 以 后 便于 
应 用 起 哆 ， 下 而 我 们 就 来 讨论 实 系数 的 三 角 多 项 式 太 具有 的 
某 些 普 记性 质 。 


4 ， 


kW FRR 


多 项 式 T(@) = A+ XCav oo0g hw busin hw) 
中 的 系数 24 和 5s 如 果 不 全 为 0, 则 称 工 人) 为 ww 阶 的 三 角 多 
项 式 。 

命题 1 十 个 三 角 多 项 式 的 乘积 仍然 是 一 个 三 角 密 项 


起 , 面 且 它 的 阶 等 于 原来 两 个 多 项 式 之 阶 的 各 。 


[证 】 设 豆 (四 是 一 个 n 阶 的 三 角 多 项 式 
H(g) ~0+ Yoyo08 jn dy sin jo), 


其 om 与 om 不 全 为 零 。 因 此 如 村 与 阶 的 三 角 几 项 式 Ttw} 相 
彩 起 来 , 风 溢 积 中 至 少 会 出 现下 列 四 项 之 一 (系数 不 计 );: 

O08 NE OOS TE, COS NERADN ME, HD NE O08 ME MD NG ND WM, 
利用 三 角 隔 歼 的 积 化 和 盖 公 式 ， 立 即 知 道 经 简化 后 至 少 会 出 
现下 列 二 项 之 一 (系数 不 计 )， 

ostn mm, gin(n+m) vo 
这 就 天 明代 (w) 与 五 (ww) 的 缮 积 痉 人 少 是 一 个 人 h 十 mm) 叭 的 三 角 
风 项 式 。 其 次 , 易 荐 出 人 (ws) HH(w) 中 所 有 其 余 的 项 经 简化 成 
雪 , co8yw 与 Bein vs 的 形式 后 , 总 是 p< 之 nn 十 mm。 因 此 可 以 结 
论 出 于 (9D 豆 (ww) 恰好 是 一 个 人 十 加) 阶 的 三 角 允 项 式 。 

命题 2 车 三 角 多 项 式 T(@) 具 有 俩 性 ; T( 一 w) = 了 (w)， 
握 它 必 可 表 为 


(my) =A 十 DY on coshwo 
Rw” 


【证 】 只 人 须 把 两 个 等 式 
Tw A+ > Cay cos Fw Br sin hey, 


人 一 号 一 二 十 D3 (az 008 hw — br sin ho) 


加 起 来 除 以 2 即 得 。 同 理 , 如 果 将 上 列 二 等 式 相 减 除 以 2 则 
便 可 证 明 下 述 

命题 8 凡 具 有 坷 性 了 (一 2) = 一 卫 (%) 的 三 角 包 项 式 恒 
可 表示 成 

a) 一 br Sin ep， 

三 角 多 项 式 的 零点 ”对 于 任意 一 个 具有 实 系 数 的 站 春 三 

角 多 项 式 
T(t8) 这 本 十 > Cs Cog Bw + br Min kr) 


言 ， 凡 使 全 (%) 取 零 值 的 实数 zo 便 称 鸭 它 的 军 志 。 如 时 

了 (0) 一 (oo 二 一 了 站 (0) 一 0 而 了 中 (wo) 天 0, 那 末 就 称 
oo 为 了 重 零点。 下 面 我 们 所 说 的 零点 概 指 实数 值 的 零点 而 
吾 > 

显然 -- 个 三 角 多 项 式 也 可 以 没有 零点 。 例 如 eosz 土 2 就 
没有 零点 。 又 由 于 三 角 多 项 式 是 以 2m 为 周期 的 函数 ， 因 此 
和 如果 当 wo 是 一 个 零点 时 ， 则 一 切 形 如 ao 十 23mm(m 一 十 了 
士 2 …) 的 数 也 都 成 为 零点 。 不 进 对 这 些 带 32m 周期 的 零点 ， 
今后 我 们 都 不 加 以 区 别 , 而 把 它们 称 为 是 互相 等 价 的 。 

在 计算 零点 的 个 数 时 ， 虽 然 等 价 的 零点 是 不 计算 的 〈 实 
际 , 等 价 零点 有 无 限 多 个 ); 但 零点 的 重 数 却 可 以 计算 在 内 , 即 
吧 重 零点 可 算 作 和 个 。 现 在 我 们 来 证 明 下 述 的 

命题 4 凡 不 便 等 于 零 的 % 阶 三 角 多 项 式 TT(w) 的 零点 
个 数 恒 不 能 超过 2m。 

【证 】 显然 可 把 TT(w) 表 成 如 下 的 指数 函数 形式 ,- 


Tg) A+ (0 st) 


一 co Cpe, 
eb 


Tk a ei 


下 Eo Ee -i 


ee 


目 然 ,系数 4 也 可 能 是 复数 。 
记 拓 一 2 则 ， 
Tw) -2 ox = 2 P(2), . 
其 中 也 ( 罗 是 z 的 2% 次 代数 多 项 式 。 容 易 看 出 ,T 了 tw) 的 两 个 
不 等 价 的 零点 将 对 应 着 了 ( 疏 的 一 对 不 相间 的 零点 。 此 外 ,如 


果 对 变 青 ?不断 入 分 等 式 


Pp) — gmsT (的 
的 两 边 ， 并 注意 到 mie” , 则 易 得 出 
“Pr ey —00mDsTnT {yw) — iT" Cm)], - 
P 人) 一 at-aafa 和 (w) + BT wv) + yr" (8)], 
其 中 必 如 7 为 基 些 数 依 系数。 一 般 地 , 我们 有 
站 全 全 全 ro (WF mT (P+ ToT (0)] 
因此 ,假如 各 是 下 人) 的 庄重 零点 则 


Te 


T' (wo) 一 下 (po) = = TD (0) 一 0 
了 从而 对 0 一 ew 而 言 使 有 
Pos 一 (0) = = Pm Ne0), 


亦 即 6 至少 是 P(g) 的 不 低 于 名 重 的 零点 。 这 说 涯 就 彼此 可 
应 的 零点 so 咏 zw 而 谨 ， 了 (2) 的 零点 小 数 ( 重 数 计 算 在 内 ) 类 
不 少 于 了 (yp) 的 零点 个 数 。 因 此 下 (w) 的 全 部 ( 互 不 等 价 的 9 
等 点 个 数 决 不 多 于 了 Cw) 的 全 部 零点 个 数 。 但 由 代数 基本 害 
理 知 , 上 (2) 前 全 部 零点 个 数 是 2%。 故 命题 4 获得 证 明 。 
命题 5 调 个 呈 阶 三 角 多 项 式 如 果 在 29 十 工 个 互 不 等 价 
的 点 组 上 相等 , 则 它们 必 恒 等 。 
”这 是 命题 4 的 一 个 推 沦 。 因 为 如 有 果 裕 (w) 与 人 *(w) 是 命 
题 中 所 说 的 两 个 多 项 式 , 则 当 它 们 的 差 了 (2) 一 T*(w) (不 高 了 
% 阶 的 多 项 式 ) 在 2% 了 + 工 个 点 上 取 零 值 时 ， 那 就 不 能 不 是 


”Br 


Tm ~ (9) =0, 


§ 8，Weieratrass 的 第 二 定理 
利用 三 角 多 项 式 ， 可 以 任意 近似 地 表示 周期 性 的 连续 条 
数 。 精 确 地 说 ,就 是 下 述 的 
”定理 5(Weierstrasa, 1885) ” 设 f(w) € 0ss, 那 末 对 于 性 
章 给 定 的 se>0, 都 存在 这 样 的 三 角 多 项 式 Ttw), 使 得 
max IT (ef(e)| < 


这 个 定理 事实 上 可 以 从 第 一 定理 (定理 1) 推 论 出 米 。 以 


下 我 们 将 按照 Vallée-Poussin 所 建议 的 推理 方式 来 论证 这 


一 版 。 

【证 】 首先 ,不 难 论证 ; 对 于 区 间 [0, w] 上 的 人 在 一 连续 省 
数 .Fo) ,以 及 任意 指定 的 8>0, 都 有 侦 人 性 的 三 角 多 项 式 (2) 
存在 ,使 得 | .je 一 了 全 | 一 (OR wm) 

事实 上 , 单 值 阔 数 J arc cosg) 在 闭 区 间 一 1<Yy<sl 上 是 


让 续 的 。 因 此 由 定理 可知 存 在 多 项 式 岂 cu", 使 得 


max farccoay) — DP ou Bo 


这 就 相当 于 max | f(w) 一 襄 mcomz| <s。 
暂 帮 亿 ) =- 工 oeooszz 自然 是 一 个 侦 性 三 角 多 项 式 。 
现在 我 们 假设 Cw) 是 Oss 中 的 任 一 应 数 , 则 
CAFC 由 an， [fF(o) —f(—e)Jaing 
量 然 是 两 个 偶 少 数 。 自然 ， 可 以 找到 俩 性 三 角 多 项 式 玉 四) 
及 Flw) 使 得 在 区 间 0 所 w 心 ww 上 恒 有 


| [fF TF 0)]sin gg — Fw) | < 


+- 


TAG ~ fC) lsing— Fy) |<。 


注意 在 上 列 不 等 式 中 令 4 换 作 一 4 时 形式 并 不 改变 。 再 考 央 
到 函数 的 周期 性 ， 便 知道 这 两 个 不 等 式 实际 对 一 切实 数 2 者 
成 立 。 
显然 上 述 的 两 个 不 等 式 可 改写 成 等 式 的 样子 ; 
[7 (2) + fe) len Fs(w) + pile), 
[7 四 一 -区 ]sini 一 Fa(o)sine 十 pop)。 
如 此 便 得 到 fr sin w=— Fatlw) 二 ps(z)， 
其 中 |ps (9) | < 委 ， 而 (2) 仍然 是 一 个 三 角 多 项 式 。 “ 
注意 上 述 等 式 中 的 了 (e) 可 以 基 0ss 中 的 任意 函数 。 因 


此 把 它 换 作 了 (ae 一 至 ) 后 仍然 会 有 
f (ce- 可 jainsz- Pu)as(o)，|ps(o|< 辣 。 
再 在 上 式 中 把 2 次 作 z 士 要, 并 记 Ps(e 十 于 ) = Be(o)， 则 有 
f (woosw ~ Polw)+ ps(W), lps(®) | < 


其 中 olw) 仍然 是 三 角 儿 项 式 。 最 后 加 以 合并 ,我 们 便 得 到 : 
fF) — Felw) + Fs(s) + pats) 十 pt) 
这 样 一 来 ,就 看 出 三 角 多 项 式 卫 的) 一 a(e) +Fo(w) 和 了 Co 
之 差 恒 保 持 不 超过 1ps(w) +ps(g | 瑟瑟 十 二 一 5, 因而 也 就 证 
明了 第 二 定理 确实 能 从 第 一 定理 推导 出 来 。 
最 后 再 指出 , Woierstrass 的 第 一 定理 也 可 以 从 第 二 定理 


推导 出 来 (而 且 推 导 方 式 还 比 上 述 论 证 方法 更 为 简单 一 些 )。 
因此 ， 用 数理 逻辑 的 术语 来 说 ， 第 一 定理 和 第 二 定理 实际 是 
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一 对 互相 等 价 的 命题 。 


了. 三角 甸 项 式 的 最 侍 运 近 问 题 

利用 三 角 多 项 式 来 返 近 Cau 中 的 函数 时 ， 辣 样 有 最 佳 到 
近 问 题 。 从 问题 的 提 法 , 理论 的 展开 以 及 所 达到 的 结论 来 看 ， 
可 以 说 是 和 代数 霓 项 式 的 逼近 理论 完全 相册 的 。 就 若干 重要 
定 埋 (如 Borel 的 存在 定理 , de6mmes 的 基本 定理 与 唯一 性 定 
理 ) 揭 论证 方法 来 看 , 它们 也 是 完全 平行 的 。 既 是 如 此 ,除了 
应 该 把 一 些 基 本 概念 和 重要 定理 交代 一 下 外 ， 就 没有 必要 再 
去 重复 那些 本 质 上 和 82 与 8$3 中 内 容 相 同 的 东西 。 

以 如 来 表示 一 切 % 阶 三 角 包 项 式 卫 {w) 作成 的 集合 。 对 
于 给 定 了 的 一 个 函数 了 (w) E Cs， 我们 同样 可 以 定 久 

ATDDITD) — FO = marlT (ww) ~— fC)|, 
En En) =inf{A(T)}, 


而 分 别称 4 与 后 为 蝙 差 与 最 小 偏差 。 同样 ,加 果 2 (o 
各 瑟 * 是 一 个 达到 最 小 偏差 的 密 项 式 
dd = BB,, 

那 就 称 它 为 最 小 偏差 多 项 式 或 最 佳 带 和 近 多 项 式 。 完 全 平行 地 
有 下 述 的 Berel 存在 定理 。 

定理 对 于 每 个 mw， 在 豆 : 中 都 月 这 样 的 三 角 守 项 式 
二 (om 存在 ,使 得 4(T) 一 三。 

事实 上 ,8&2 中 的 证 明 可 以 一 模 一 样 地 搬 到 这 里 来 。 所 须 
注意 者 , 当 

= | A+ 训 (ecos hmt brainke) | ~0 


时 ， 将 必然 会 有 岂 一 时 一 栈 一 效仿 一 二 2, ny 和) 而 这 一 点 上 
是 $5 中 命题 4 的 一 个 简单 推论 。 
.0 。 


其 次 , 在 同样 地 引入 了 正 负 偏离 点 与 dezmmea 交错 组 药 
概念 之 后 ,可 建立 如 下 药 Qefamea 定理 ， 
定理 ? 五: 中 的 三 角 多 项 式 下 (四 成 为 某 给 定 函 数 
7 (2) EOaz 的 最 小 坊 差 多 项 式 的 充 要 条 件 是 ， 对 函数 差 T (@) 
一 了 (lw) 而 言 在 在 有 2%-F3 个 点 
和 2 < a gn (0 wh < Om) 
必 成 的 交 链 组 。 
我 们 注意 到 $3 中 相应 韵 基本 定理 也 所 说 的 交错 组 , 其 
点 数 为 2 二 3; 亦 即 恰好 比 % 次 代数 多 项 式 的 零点 个 数 多 2 这 
一 点 在 其 归 雇 证 法 中 实 起 关键 件 的 作用 。 同 理 ， 考 察 一 下 此 
处 所 述 定理 的 归 记 证 法 ， 并 考虑 到 和气 阶 三 角 堵 项 式 最 多 能 有 
27 个 零点 (§ 5 命题 俏 ， 那 就 不 难 由 分 析 而 理解 到 为 什么 此 
处 所 说 的 交错 组 贫 合 点 2%--2 个 。 
最 后 完全 类 似 地 , 我们 有 如 下 的 
定理 8 对 于 所 给 语 数 (2) EOan 在 集合 五: 中 内 存在 
一 个 最 小 偏差 密 项 式 。 
特别 是 , 有 如 下 一 条 
推论 车 7(w) 是 Cau 中 的 一 个 偶 淆 数 , 则 它 的 最 小 偏差 
多 项 式 了 了 (2) 也 必 是 但 族 数 一 一 个性 的 三 角 多 项 式 。 
事实 上 , 由 最 小 偏差 多 项 式 的 定义 可 知 
[FO —TO) I (oo < < 00), 
令 儿 改作 一 2, 并 注意 了 (we) 的 偶 人 性 , 则 | 8) 一 (一) | 志 
了 ER。 从 而 可 知人 (一 g) 也 是 天 人) 的 最 小 偏差 多 项 式 。 因 之 
由 唯一 性 定理 恒 得 出 ， . 
T(—s) = Tw) (<o<eo)， 
这 就 证 明 也 (w) 为 偶 性 三 角 多 项 式 。 
* + 


第 二 章 习 题 ， 

1， 设 下 最 一 个 大 于 症 十 1 的 任意 正 整 数 。 试 证 明 C00, 二 审 恒 存 
证 一 函数 了 lz), 使 得 Hs 中 关于 .Fo 的 最 佳 带 近 守 项 式 恰 好 具有 六 个 
正 负 交错 的 偏离 点 (所 谓 egpmep 交错 组 )。 _ 

[提示 」] 考虑 函数 了 (2) 一 2"r+8ntNee (0arel), | 

32. 试 证 明 对 于 竹 何 连续 国 数 说 来 ， 其 最 佳 簿 近 密 项 式 所 具 有 的 
dedarmea 交错 组 中 的 偏离 点 个 数 不 训 能 为 无 穷 多 。 

[和 提示] 利用 度 证 靶 ， 并 展 且 于 BolIzano- Weiergtrass 的 医 聚 点 定 
理 。 

3， 斌 证明 CLe, 8] 中 有 这 样 的 连续 图 数 ， 乒 中 关于 它 的 最 佳 壮 
近 多 项 吉 具 有 无 穷 多 个 偏离 点 ( 当 然 不 成 为 苑 钴 组 )。 


4， 在 形 如 sn nr+ 《ax coax 十 beein pw) 的 所 有 # 阶 三 角 过 项 


起 中 , 试 求 出 与 零 在 区 间 0<w<3m 上 有 最 小 坊 差 的 那个 兰 角 多 项 式 。- 

5 试 福 一 切 具 有 已 知 最 高 次 项 条 数 4 的 呈 这 多项式 Fo) 一 at 二 

光 什 , 找 出 在 区 间 一 1 万 x 志 1 上 与 零 有 最 小 偏差 的 那个 多 项 式 。 
6， 试 利用 9ebarurea 舍 项 式 将 三 次 方程 
3 5x 150w4 1000=…—0 ~- 

近似 好 约 化 为 二 次 方程 ， 然 后 求 出 其 根 ， 再 与 三 次 方程 的 根 的 精 殉 依 
rw 一 0, r= 一 了 0, x 二 加 作 比 较 。 

7. 根据 Weierstrass 的 通 近 定理 ，e[fa BJ 中 的 函数 Ft) 汪 能 表 
示 成 一 臻 收敛 的 多 项 式 级 数 

FT) = 包销 四 如 (四 是 多 项 式 )。 


试问 能 管 将 右 端 级 歼 中 的 各 个 冬 短 项 重新 排列 , 使 它 变 成 一 个 罕 角 数 
当 了) 不 是 可 微 苑 数 或 解析 通 数 叶 能 和 否 这 样 你 ? 

{提示 3 用 有 反 证 法 。 

8. 设 fw) ECL0, 1], 但 (2) 在 00, 了 内 非 处 处 可 微 , 又 设 F(x} 
被 未 成 的 多 项 式 级 数 为 


f(r) 一 这 Axl) 一 > 《ec 多 十 cr 十 二 oo， 


试 证 明 OPI+ iP + + i DD = + 

[提示 ] 可 利用 反 证 法 。 

9， 试 作 适 当 的 变数 替换 ， 证 Eepsturretta 才 项 式 序 列 能 用 来 近 近 
区 间 [ 一 1, 切 上 的 连续 枉 数 。 

[提示 1 经 变数 替换 后 的 BepEmmretia 客 项 式 具有 下 列 形 式 ; 


BF = DF (E22 ear, 

10. 试 将 Feparasegs 妆 项 式 推广 到 二 元 函数 的 情形 , 并 证 明 能 利 
用 它们 类 一 致 于 近 二 元 连续 函数 了 (7, 办 (Or<l 0<y 世 11。 

11. 试验 证 函数 了 (w) 一 cosz 在 区 间 [一 守 ， 扣 | 上 的 Bepamzetna 
多 项 式 可 宕 示 成 如 下 的 形式 . 

工 三 ,Sr .本 An 抽 ,am ， 王 An 
机 (人 = 可 | (oos 各 二 sin 3 + (cos 一 i 下 Hin 到 | 于 

13. 试 根据 三 角 男 数 可 以 展 为 宪 级 数 的 事实 ， 驻 证 人 Weierstrases 
第 一 定理 可 以 从 第 二 定理 推导 出 来 。 

了 ， 刘 Fe ECFe,D]， Pa € 杂 , 则 数值 JP 一 ‘max ptw) | P(x) 


一 jc) ] 称 为 王 对 了 的 带 权 偏差 ,此 处 plz) 是 一 个 正 值 的 连续 函数 ( 称 
之 为 权 画 数 )。 试 证 明 对 这 样 的 偏差 概念 而 言 ， 昭 祥 有 dedmnten 的 最 
佳 通 近 问题 和 基本 定理 。 

14, 在 4 一 # 开 > 了 D 处 取 值 的 所 有 次 多 项 式 中 , 试 求 出 在 区 间 
-1<x<I 上 的 那个 最 小 零 偏 差 多 项 式 。 

[提示 ] ”所 求 多 项 式 可 以 表 戌 PK 一 (一 区 人 Ko) 十， 其 中 人 D 
是 % 一 1 次 多 项 式 。 由 于 
Tax le EQ + = max le-é] 10) + al 


故 可 将 p(x) = [z 一 | 当 作 到 隔 数 ， 并 将 原 问 题 看 和 作 是 用 一 次 多 项 
式 去 通 近 三 一声 的 问题 。 


第 三 章 ”函数 的 结构 性 质 与 多 项 式 
通过 阶 之 间 的 联系 


8 1、 连 续 模 数 及 其 性 质 
“连续 模 数 ”是 一 种 用 来 表示 函数 连续 性 状态 的 基本 数 
量 , 在 分 析 巩 数 的 结构 人 性质 与 多 项 式 逼近 速度 之 间 的 关系 时 ， 
它 起 着 很 重要 的 作用 。 这 种 数量 最 早 是 在 Vallée-Poussin 
等 人 的 著作 中 被 引入 的 。 
今后 我 们 用 《a, 从 来 玫 示 以 w 5 为 端点 的 一 般 区 间 ( 可 
以 是 开 的 , 闭 的 或 半 开 半 闭 的 区 间 ; 也 可 以 是 (一 0, oo0))。 假 
设 7(w) 是 定义 在 <o, 砂 上 的 一 个 实 函 数 , 那 末 我 们 便 把 数 重 
of8) — sup {|f(2) —f Cy)1} CL.1) 


时 航 丽 数 Jo 的 连续 楼 数 , 其 中 5 是 一 个 任意 正 数 。 - = 

连续 模 数 w(5) 实际 是 表明 了 当 自 变数 的 两 个 值 相 差 不 
大 于 3 时 , 画 数 值 之 间 究 竞 顶 多 能 相差 多 少 。 对 卑 因 定 的 5,@ 
是 函数 据 葛 特性 的 度量 。 下 闸 我 们 列 出 有 关连 续 模 数 的 一 系 


列 简单 性 质 ， 它们 的 验证 都 是 十 分 容 易 的 (一 部 分 留 给 读者 作 


习题 }。 , 

1° 函数 ( 有 是 单调 递增 的 ; 亦 即 当 六 一 5 时 将 有 
OB) wd) 。 {1.2) 

2” 阔 数 fw) 在 xq，8>》 上 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 
lim wld) =0, (1.8) 


这 只 须根 据 一 致 连续 性 的 定义 即 可 大 出 。 
» 李 和 。 


YY 


8 ”若是 一 个 下 整数 , 则 
wnd) Erno(d), {1.4) 
事实 上 , 这 相当 于 下 列 不 等 式 ， 


sup ,ff OD | <D sap Nf (0) -fn) 1, 


' 亚 一 二 天 庙 


4” 对 于 任意 正 数 和 都 有 不 等 式 
人 (Ts (十 全 aa(3) 。 [ 革 ,5) 
于 实 上 , 令 [ 岂 表 的 整 著 部 分 , 则 易 见 
OK) wt 二 DA 十 Do Wt) wd), 
注意 这 个 性 质 和 2 ， 在 我 们 今后 讨论 定理 时 ， 是 经 常会 用 到 
的 。 
5” 设 FoELipxew 表示 函数 子 (二 在 区 间 4o， 8> 上 恒 适 
合 如 下 的 Lipsohits 条 件 : 
Fo) fo) eM | yy)", 
其 中 正常 数 at0<a 二 站 和 六 分 别称 为 指数 和 系数 。 亦 可 把 
满足 此 种 和 茶 件 的 所 有 函数 作成 的 集合 称 为 ipagehi 纪 函数 类 
Jipxea。 这 和 样 , 下 列 丙 个 关系 式 
Fr) ELipy oa, of 之 
便 是 完全 等 价 的 。 
事实 上 , 如 有 果 了 了 (w) ELipuo, 则 
o0) = sup If) FD EM sop lz—yl"—M oY, 


反之 , 营 ww(6) 志 开 6*, 则 
FD FD or yD MIs—y)*, 


$ 名 、 关 于 世 近 淡 度 的 jackson 定理 
函数 的 结构 株 质 {如 登 连 续 性 , 可 微 性 , 满足 Lipsehbitz 条 
件 等 属性 ?究竟 对 最 小 情 差 刀 , (或 如 赵 于 0 的 速度 会 发 本 


.85 ， 


怎样 的 影响 昵 ? 这 是 在 帝 近 论 发 展 到 一 定 的 历史 阶 医 上 日 然 要 
提出 的 问题 。 关于 这 个 问题 的 探讨 , 我 们 知道 有 若干 基本 结 
论 是 在 D. Jackson 的 1911 年 的 博士 论文 工作 中 获得 烛 。 下 
面 我 们 就 来 论述 他 所 得 到 的 一 些 主 要 结果 。 

定理 工 设 flw) ELipxli, 并 且 具 有 周期 2w， 刚 一定 存 
在 一 绝对 常数 乓 使 得 

Br<EE (n=b, 2, ,| (2.1) 

其 中 加 三 为,( 四 为 %4 阶 三 角 包 项 式 对 了 (4) 的 最 什 送 近 ( 或 最 
小 伍 做 )。 

这 是 一 个 很 重要 的 结果 , 以 后 我 们 就 会 看 到 , 利用 此 结果 
可 以 完全 解决 关于 落 数 类 C[fo, 电 与 Ca 的 吾 与 加 究竟 以 
何 种 速度 下 降 于 零 的 问题 。 

为 证 定理 1, 先 证 明 下 面 的 

引 理 1 著 呈 为 正 整 数 , 则 分 式 


gin ww | 


二- 必 
2 


必 是 z 的 一 个 sm 一 2 阶 的 偶 性 三 角 多 项 式 。 
【证 】 事实 上 , 只 须 验证 分 式 


” 1 
a | -于 党 


| sin 本 2 1—00g gw 
是 一 个 (m 一 攻 阶 三 角 包 项 式 即 可。 显然 我 们 从 等 式 
O08 Mme + ogin me (O08 EN) 


两 边 的 比较 可 得 知 
.66 。 


ne 
1—e0gms m1— 2 Dr (7 Dt 


工 一 CDR 洗 
注意 二 式 右 问 各 项 中 的 分 式 都 可 化 为 cogz 的 nm 一 1) 次 多 项 
式 。 因 此 最 后 可 以 肯定 (2. 人 3) 中 的 分 式 能 够 表 作 . 


一 , 1 FE 
Hn 可 ng dn 


my 
_ 1—eosmg > CD (me 这 一 20s 2) 


二 好- 之 ty COB Ee , 


Si 可 
【定理 的 证 明 】 记 
2 Tain mu 1 , -+ 
和 = 人 (| | | du) ’ 
ER 
如 困 令 4% 一 24 一 gy， 并 注意 到 了 (9) 与 整个 被 积 函 数 的 周期 性 
(从 阶 可 将 积分 区 间 竹 意 平移 ), 立即 看 出 Taz) 可 以 政 写作 


1 | iy) 
Tntw) “可 Mm | Fy) ~ iy, 
和 min YY 一 0) - 


依 引 理工 可 以 看 出 上 式 右 端 为 的 (2m 一 2) 阶 三 角 多 项 式 ， 
下 面 我 们 要 去 证 明 三 角 儿 项 式 In(w) 能 以 极 好 的 速度 收 敏 于 
所 给 的 函数 了 (%}) 。 

我 们 来 估计 盖 数 mn(%) 一 f(z) | 。 注意 (@) ELipy1, 亦 
即 有 


:07 。 


本 


Jet20 ~ fs) | 2M |v|, 
因此 荔 导 出 
iIn (0D) 一 Fa) | 


-和 er fo) [ee 


cau le IE du 
-us 


进一步 再 来 分 别 佑 计 最 后 一 式 中 的 分 子 与 分 母 , 令 o4 与 
0s 为 由 下 列 两 积分 所 定义 的 数值 常数 ， 


oj nt J co- 于 din'f 
注意 0<sinw<w(0<w<a/2); 且 3 各 在 (0, 轨 ) 内 为 单调 
下 降 丁 数 , 从 而 


Ci 


和 
因此 务 母 与 分 子 各 有 如 下 估计 
i a et 
3 
te (s)he a 


Ti 


< 地 全) 卜 罕 


是 ， 分 别 以 所 得 出 的 下 界 与 上 界 代 入 原来 分 式 中 的 分 母 与 
竺 子 , 便 得 到 


0) -fo < Eu 


Bem (一 工 2， 8, “ro 


2.8) 

最 后 ， 为 任 基 正 天 闭 友信 名 到 为 外 娄 部分， 

[了 23 二 (如 是 ， 自然 有 2% 一 2<n<<2m) 。 又 令 Lalw) 必 记 作 
7,@2), 则 了 oe) 便 是 一 个 阶 数 不 大 于 的 三 角 多 项 式 。 注 意 
示 < 训 ,因此 令 下 一 所 名 时 ,由 (2.8) 式 便 导 至 不等式 (2. 才 。 


这 就 证 明了 Jackgon 的 定理 1， 
定理 2 (Jaokson 的 基本 定理 ) 设 f(w) EC0sas， 则 对 于 
一 切 正 整 数 宛 都 成 立 著 如 下 的 估计 式 ， 


Ere Kw (=), .2.4 


其 中 下 为 绝对 常数 , o (二 ) 表 Fo) 的 连续 模 数 。 
[证 】 只 须 证 明 有 ? 扮 三 角 均 项 式 了 so) 存在 ， 使 得 不 
等 式 Jeb) 一 了 GO) 1 < 区 w( 襄 ) 成 立即 可 。 
显然 总 能 够 作出 如 此 的 折线 函数 C2), 要 求 它 在 下 询 的 
Sm 二 2 


一 十 ， 一 邢 十 一 一 ， 一 CT "一 一 ,人 
+ nt 中 里 给 + 


和 函数 fw) 的 值 一 致 ,自然 , 它 本 身 也 一 定 是 一 个 具有 2 于 
期 的 连续 函数 。 又 由 于 它 的 图 形 是 由 各 段 直线 联 成 的 ,端点 


2 (2 


a 


均 不 超过 


M= Te 2) (2. 鸭 


如 此 , 可 见 对 于 上 述 的 M 而 言 ， 定 理工 的 条 件 恰好 能 被 函数 
g(w) 所 满足 。 依 定理 1 和 (2. 办 式 ， 自 然 存在 有 三 角 多 项 式 
了 (2) 使 得 

IT -gD < (TE), 


其 中 五 "为 绝对 常数 。 男方 面 ， 由 于 具有 同一 模 坐 标 z 的 蝎 
线 上 的 点 (vw, 7 ) 与 折线 上 的 点 (wv, 9(2)) 园 它 们 附近 的 公 


共 交 点 的 纵 坐 标 值 比较 起 来 ,其 差 都 不 会 大 过 (< 严 )。 因 此 


I9 (0) —/ (0) | < 20 (TE), 
于 是 合并 起 来 , 并 注意 (1. 回 式 , 便 得 到 了 不 等 式 
IT (0) -f(D |<(F+2)o ( 守 3) «Ko(i), 


其 中 取 ~ (2m 二 TD (- 革 一 +2)。 定 理 2 因而 得 证 。 


; 由 定理 2 显然 易 得 如 下 的 几 条 推论 ， 
推论 1 Weierstrass 的 第 二 定理 恒 成 立 。 
推论 8 车 2) ELipya(0<a 忆 1), 则 

1 


《2.6) 


推论 8 若 f(%) ECae 且 存 在 着 有 界 的 微 商 疡 (oy， 而 
| 产 (0) | < 而 
Ee<KML, 
位 
事实 上 , 由 于 @( 二 )>0Gr>ec), 故 推论 工 的 成 立 是 显然 
的 。 义 再 由 $1 中 记述 连续 模 数 w(8) 的 性 质 5°, 可 知 推论 2 
虽 7 哩 


Pp 


也 显然 成 立 。 其 次 , 车 设 | 产 罗 1 天 型 , 则 由 Lagrange 中 值 公 
式 ， 

key — fra) | = {FCE) (1 — wa) | Ms — vs|, 
可 知 f(w) ELipxI。 因 此 推论 3 又 是 推论 2 的 推论 。 

注 记 1 在 我 们 证 明定 理工 及 2 时 ,并 没有 十 分 甘心 去 
指明 常数 玉 的 大 小 究竟 怎样 。 事 实 上 , 正如 Jaokson 本 人 所 
指出 的 ， 如 果 将 论证 步 双 中 出 更 的 诸 不 等 式 { 或 估计 式 )? 加 以 
精 化 ， 那 末 就 可 入 证 明 在 定理 工 中 只 须 取 下 =3 就 成 了 。 至 
于 定理 2, 取 乓 一 I2 也 就 足够 了 。 读者 如 有 兴趣 ,可 去 会 考 
HaraHoor 的 < 函数 构造 论 ?第 一 编 第 四 齐 8 3 一 3。 

注 记 定理 二 中 出 现 的 积分 fa(z) 则 做 Jackson 的 奇 
并 积分 , 它 可 写作 


Tom( 轨 一 | fToly oy, 
其 中 到 < (叫做 Jaokson 核 , 可 以 表 成 


,Dt 

3 ST) 

"mr |. 
名 


事实 上 , 利用 三 角 恒等式 


Sim -于 


er 3 
ch nt 一 1 加 
| 一 —n+2 2 Cm Ecos tw, 


sin 可 4 
代入 原 Tw) 的 因子 hn 中 , 可 以 将 je 的 数值 精确 地 算出 米 。 


评 即 有 


Bm 


hm mT 2m3IY? 
基体 算法 并 不 困难 ,此 处 从 陪 。 


注 记 8 就 定理 工 及 2 中 所 表明 的 EB 的 收 人 第 速度 ( 台 近 
阶 ) 而 言 , 是 无 法 再 改 进 的 了 ,这 一 事实 当 我 们 在 下 节 中 讨论 
了 Bopauireiti 定理 之 后 , 即 可 御 底 理解 。 


8 和 6epHtuTeiH 不 等 式 

在 将 数 疆 构 性 质 的 研究 中 ， 赵 着 极 重 要 作用 人 一 个 强 有 
力 工具 ， 是 BepHmretia 在 19132 年 发 现 的 不 等 式 。 下 面 即 可 
看 到 ， 无 论 是 外 该 不 等 式 的 重要 性 还 是 从 简明 性 米 看, 部 是 什 
得 高 度 便 视 和 的 。 

BepHtuTeiiH 不 等 式 设 


T(w) 一 本 十 2 Cay og kw Dy sin kw) 
是 一 个 % 阶 的 三 角 多 项 式 , 则 它 的 导数 了 '(w) 有 估 信 式 ， 


IT | <n-maxlT (0) 1 (8.1) 

这 个 命题 可 以 收 述 为 如 下 的 等 价 形式 ， i : 
不 等 式 的 另 述 车 maz|7 (ww) | =1, 则 

max| 到 (四 | > 过。 (8.2) 


事实 上 ， 只 要 在 原来 的 估 值 式 的 两 边 ， 除 以 常数 五 = 
inax|'(o) |， 并 将 多 项 式 志 T(w) 仍 记 为 了 P(e), 便 可 看 出 另 


述 是 与 原来 狐 述 带 式 完全 等 价 的 (至 于 妆 >0 这 一 事实 , 那 是 
由 工人) 寺 D 所 保证 的 )。 

.| 处 等 式 的 证 明 村 我们 来 证 明 另 述 中 的 那个 不 等 式 。 这 
里 所 给 的 证 法 主要 是 由 于 . Biesz 和 Valiée-Poussin 耳 不 相 
依 地 提出 的 。 


刊 用 归 谊 推理 ， 假定 max | Dw) | < 二 。 于 是 对 于 任意 常 
» $3 “ 


娄 6, 可 知 函 数 
Flw) -二 cos nz— ee) — Tw) 
在 各 点 全 ， 王 上， 人 二， 2 上 都 和 函数 cos(ne 


人 
- 由 有 相同 的 符号 ， 而 eos(ne 一 的 在 这 组 点 上 将 依次 取 傣 十 
各 一 I。 因 上 环卫) 也 就 在 该 戌 组 遍 划 分 罚 来 的 2m 个 区 关 的 
每 一 个 区 闻 内 都 至 少 有 一 个 零点 mx。 总 之 , 我 们 至 少 有 这 样 
一 批零 碟 ， 和 Wa 攻 W2n， 国信 on 一 <2r。 应 用 Rolle 
定理 可 知 产 (w) 在 2m 个 区 间 (wz, Ya)， (3 8) (Dani 
ean) (tan (十 2%)) 内 都 有 零点 存在 ， 亦 即 在 (wi a) 
内 有 至 faz) 一 0 的 2m 个 扯 异 根 。 注 意 
机 (一 一 到 和 (和 一 个 — Tt), 

据 假 没 mdxjT'(z) |=1, 由 连续 性 必 有 一 点 zo 使 得 于 (ao 一 
十 1。 舅 一 方面 ， 我 们 总 可 以 选择 常数 6 使 得 sintneo 一 0) 取 
数值 干 1( 符 号 恰 与 ZY (wo) 煌 反 ), 从 而 保证 太 (wol 一 0。 有 再 注 
意 到 是 卫 'w) 与 gins 一 目的 极 值 位 置 ， 因 此 自然 还 有 
0) (9in mt 一 中 一 0, 亦 即 述 有 (wo) 一 4。 如 刷 , 可 蜗 
mo 还 是 六 (ww) 的 重 根 。 于 是 连 根 (去 不 ) 的 重 数 一 并 估计 在 内 
时 (ww) 便 至 少将 有 2m 十 1 个 零点 。 然 面 如 (ww) 是 如 阶 三 骨 
多 项 式 ， 当 零点 个 数 寻 过 2n 时 便 只 能 是 到 ) 一 0。 但 这 是 
一 个 予 盾 , 因为 人 


总 之 , 由 归 雇 推理 可 知 上 只 能 是 max Go | > 二 。 命题 就 


此 得 证 。 
让 我 们 指出 , 仿 值 穆 中 的 系数 % 实 际 是 最 佳 可 能 的 。 鲍 
如 对 卫 (w) =gin ns 而 言 , 我 们 就 有 


max|T’(®)| =n"mazx|T (wy) |, 


| 了 有 有 


Bbepnuwreiih 第 二 不 等 式 设 了 (是 jg 的 % 次 代数 密 项 

式 , 那 末 下 列 悄 午 对 一 切 呆 一 1<Y< 了 都 成 立 ; 
; 
IP (0) | Sy a | 了 Po |。 (83.8) 

事实 上 , 令 w 一 e088, 则 应 用 第 一 不 等 式 于 1% 前 三 角 多 项 

武 T(0) 二 Ptecos 办 上 可 得 
: -$- P (cond) = |sin 9, P'(o0g 0) | 
=|vi—2 Pw)|<nmax| Pw) |。 

汪 此 第 二 不 等 式 可 作为 第 一 不 等 式 的 推论 而 导出 。 


推论 设 了 是 的 % 次 代数 多 项 式 , 那 末 如 下 的 估 值 
起 对 开 区 闻 (&, 四 内 的 一 切 8 都 成 立 : 


PO | < mS [Pw)|s。 [3.4 
为 得 到 这 个 推论 , 只 须 作 线性 代 换 ， 
v= 子 [(6 一 a)yt+at 国 《一 Ts 


并 将 第 二 不 等 式 应 用 于 9 的 % 次 多 项 式 妨 人) 三 天) 即 可 。 
事实 上 ， 


各 ep |-jr 吕 各 -与 
< ax|@y) | 
v1 
而 此 处 不 等 式 的 右 端 恒 可 以 化 为 四 的 函数 形式 ， 从 而 即 可 得 
出 推论 中 的 不 等 式 。 


SPepauTeiih 定理 和 ZYgNEWNd 定理 
在 #2 中 我 们 已 经 得 知 画 数 的 结构 性 贰 一 一 如 连续 性 、 
,74 . 


可 徽 性 等 是 怎样 影响 着 最 能 逼近 或 最 小 偏差 ) 加 的 递减 速 
度 。 在 这 一 节 我 们 将 讨论 反 向 的 问题 , 即 怎 样 根 据 BB 的 递减 
速度 去 作出 关于 函数 结构 特性 的 结论 。 关 于 这 一 方面 所 得 到 
的 最 重要 绪 果 是 属于 Bepamreiig 的 。  _ 

我 们 已 经 知道 什么 时 Lipsaephitz 西数 类 Dipxa， 特 别 是 ， 
在 系数 型 无 关 紧 要 的 情形 ， 可 以 用 证 号 Lipa 来 幢 示 这 种 北 
数 类 。 此 站, 我 们 再 引进 这 样 -- 个 阔 数 类 厂 , 它 是 由 满足 条 
件 > 

OAGLT logs|) 
的 一 殷 函 数 所 组 成 的 函数 类 ， 其 中 44 与 可 次 正 数 5 无 关 。 可 
以 证 明 , 戎 画 数 的 定义 范围 限于 有 限 区 间 , 则 有 下 夯 欧 包含 关 
系 ( 留 给 读者 验证 小 
LiplIcCWCLipae (OQ<a<1), 

定理 8 (hepaoreiis, 1912) 设 flw) EOQs， 并 设 职 袜 
示 用 忌 a 中 的 三 角 多 项 式 到 近 f(%) 记得 的 最 小 偏差 。 又 设 
当 n=1, 2，3,… 时 重 有 


Be (0<a<1), (4.1) 
那 末 当 x<1 时 可 以 浙 定 了 (zw) ELipe; 而 当 a= 二 时 则 可 以 断 
育 f(2) EW，。 

【证 ] 在 证 明 中 ,为 了 手 述 和 记 导 的 简化 , 我 们 约定 用 记 
号 4 表示 那 种 与 西数 变量 无 关 的 常数 ,而 在 各 次 出 现 中 不 必 
代表 同一 数值 (在 此 种 约定 下 ， 例 如 我 们 可 以 写 24=4， 等 
等 )。 

证 明 的 主要 内 容 无 非 就 是 去 设法 和 导 求 关于 w(8) 的 估计 
趟 ,从 面 再 根据 w(5) 与 Lipsobiiz 条 件 的 联系 (例如 31 中 的 
性 质 外 ) 以 及 与 五 的 条 件 的 联系 去 作出 关于 了 (w) 所 属 函 数 


。， 75 ， 


类 的 结论。 在 估计 | 人 一 7 ] zz 一 引 裤 及 的 过 程 中 需要 
用 到 签 分 中 值 公式 和 Deparei 不 等 式 。 
对 于 每 个 n, 由 假设 可 知 都 有 不 高 于 nm 阶 的 三 角 儿 项 式 


Te) 使 得 |]T,(@) 一 了 (2) | 所 三。 这 表明 于 wr>o0 时 知人 ) 


荐 一 致 地 趋向 于 Jo 的 , 既然 如 此 , 倘 令 
Uolw) 一 了 ap)，Tato) = Tn (oD) — Tp) nd, 入 
则 之 Vtw) 便 一 致 收 施 于 了 C09) , 亦 即 


/0 — Uo), 
下 面 来 估计 |7Ce) 一 fy) 1 Cw 一 yi 8)， 其 中 0<5< 志 


为 任意 正 数 。 令 % 选 得 如 此 大 ,使 得 3 tc 天 < 妇 3。 于 是 


HORI PACEL AO 
< 避 |0.(0 一 .D1+ 总 10,o)| 


+ 写 Cs。 
显然 关于 |Zsta) | 有 如 下 的 情 计 ， 
[Un Es | Tn C0) ff C0) | + | C0) 一 四 se | 
< + 
_ +2 
Emo 
从 而 (注意 公式 (38.1)) 
lI<A43) 
1 Hh 
-A() ， 


" 446， 


好 一 上 1 
FD -FD | < DB Um) —U, (9) | 十 44( 吉 | 
-名 (0) ley +4A( 吉 ) 
< IU, (a) [3+4() 1\ 


< AB Ee | (G3), 
注意 和 3>>2-9, 因 还 由 上 列 估 计 可 类 
w(8) < .AB S20 + A (4.9) 


以 下 分 别 讨论 we<I 与 <& 于 的 情形 。 和 人 先 设 w<TI。 世 时 
由 于 包 和 3710. 下 得 


bp OWL—t) < <d (2 工 ) 1-a 


六 三 昌 


因而 wld) <AS (G3) + AS° = A8., 


这 就 表明 /Ke) ELipa。 
又 车 wx 一 二 出 估计 式 民 :3 变 为 
m8) <48m 二 45。 


县 然 2"tt< 斑 ， 因 此 mm 一 1< llogsl/og2，m<2(m 一 力 习 


4 log3|, 从 而 
wdAdllog 8| -+ AS< A5(|log 8| + 。 
这 就 表明 了 Cw) EE 玉 。 证 毕 。 
试 将 此 处 所 论证 的 定理 8 和 823 中 前 Jacokson 定理 ' 推 
论 好 作 一 比较 ， 即 可 看 出 为 使 画 数 了 (w) ELipat0<a<1); 


必要 充分 条 件 是 下 <<- 训 。 但 当 a1 时 ,该 条 件 却 只 是 必 灾 
而 未 必 充 分 。 龙 实 上 存在 这 样 的 函数 了 (2) (例如 可 取 了 (%) - 
生 了 3 二 


访 加 如 ECou), 它 虽然 满足 条 件 到 << 一 , 却 末 必 是 fo) E 
Lipi, 

Bepmiiretks 还 建立 了 加 下 的 定理 ， 

定理 4 设 f(w) ECar, 又 设 


五 < 《一 工 ， 二， 3 


-长 
I 
其 由 ?为 正 整 数 ， 而 0<a<1。 那 末了 tw) 必 存 在 有 连续 的 p 
阶 微 商 产 (w) ,并且 当 a 二 1 时 了 Dw) ELipm, 而 当 @=1 时 
fo) EW, 
、 定理 5 要 使 Cor 中 的 生 数 让 (o) 有 任意 阶 微 商 的 必要 认 
分 条 件 是 ,对 于 任 部 都 有 
It By =0, 

定理 4 的 证 明和 前 面 定 现 的 证 法 十 分 相似 。 令 Ts(o) 的 

定义 同 前 , 则 由 | 了 了, (2) 一 Po) |<- 基 = 出 发 ,同样 可 得 (常数 


记号 雪 四 用 法 从 按 以 前 前 约定 
| [Us (2) | ry i + mg 
对 2 前 密 项 式 U2) 连续 利用 Dp 次 Bepamreiia 不 等 式 (3.1)， 
可 得 
99 |< 


5 ne 
于 是 依 Weierstrass 的 型 检验 法 可 知 微 商 级 数 > Do) 
一 致 收 敏 到 和 遂 数 了 (2) 的 级 微 商 ， 


性 To (四 -( 志 让 EU.) 一 Fo (on 。 
最 后 只 须 判定 .fo (四 所 属 的 函数 类 。 显 然 
<。 1 ， 


| < 4 4 
-00 |<, 习 高 ~ 


既然 其 中 如 U4? (ew) 是 一 个 阶 数 不 大 于 2m 的 三 角 多 项 式 ， 故 
用 再 io 表示 fo( 四 的 最 佳 逼 近 时 ,将 有 
< 二 3 


对 于 每 一 个 正 整 数 w%>2, 总 可 选 品 使 得 品 委 mm 天 2 人 ,因而 总 
有 
Ere RRs<_ A 4 有 4 


”Oma Dt) nn 

于 基 根 据 定 理 3 便 可 作出 关于 ”所 属国 数 类 的 结论 。 
:对 于 定理 5, 我 们 在 这 里 不 淮 和 省 给 由 它 的 全 部 证 明 ，, 挫 就 

定理 中 所 述 条 件 的 充分 性 予以 验证 。 在 定理 条 件 之 下 , 可 知 
对 一 切 足 够 大 的 %( 俩 如 %>> 闻 ,) ,总 有 

nrtI < 1, 
因 广 , 为 有 限 数 , 故 在 诸 数 

Di, Pr a,", Not Bap, 工 

中 必 可 选 一 最 大 者 , 例如 记 最 大 数 为 下 s。 于 是 


BK si 
便 对 一 切 % 都 咸 立 。 如 此 , 根据 定理 2 便 得 知 了 (w) 具有 连续 


的 Pp 阶 微 商 。 又 由 于 的 任意 性 便 得 知 定理 为 走 。 
我 们 已 经 知道 ,满足 条 件 想 < 过 的 以 am 为 周期 的 函数 
未 必 属 于 Lip 工 类 。 因 此 自然 产生 这 样 的 问题 ， 由 条 件 下 < 
六 所 界定 的 类 究竟 是 怎 浴 的 丁 数 类 ? 这 个 问题 是 由 入. 
27gmund 在 他 区 生年 的 一 个 工作 中 所 解决 的 。 他 发 理 要 
。 TO - 


寻找 的 函数 类 , 即 下 述 的 
力 类 ， 类 中 前 元 素 站 内 是 以 3 为 局 基 的 连续 画 数 并 且 
.有 这 样 的 常数 百合 得 对 一 切 站 及 一 切 六 >9 都 满足 如 下 的 条 
件 : 
| (wm 十 妈 ) 一 27(o +f wl<Eh, 4.3) 
定理 8427gmnnd) 函数 了 (属于 2 类 的 必要 与 充分 


条 件 是 型 << 人 E(w 一 1, 98,…)，4o 为 菜 一 常数 。 


[证] 所 用 的 工具 主要 是 Bepanmyeiis 不 等 式 (83.1) 和 如 
下 的 Jaoksom 奇异 积分 ( 见 $2, 


Fi) 
一 pr /0 0 了 |。 


| sn 3 (1-0) ] 


仿 $2 中 定理 1 的 证 法 , 移 用 核 函 数 的 偶 竹 , 可 得 
了 2) —F ty) 


8 人 
-rp ), 下 Fw 十 28) — 2 (w) 
十 (zez 一 2 人 ]| -| dé, 
先 证 条 件 的 必要 性 。 假 设 了 2) GZ, 出 


EA 二 i Eo [地] 


轩 而 仿 $ 2 中 定理 1 的 证 法, 可 得 估 值 (4 且 如 前 约 外 的 避 
数 族 


II,(0) -Po)| < 二。 


既然 2) 是 一 个 阶 数 不 高 于 2 一 2 的 三 角 多 项 式 ,因此 上 
- 50 、 


式 即 表明 到 ,2<<4 二。 注意 
| 


因此 可 知 不 论 ?为 奇数 还 是 偶数 ， 都 有 三 <<4 二 ， 故 条 件 的 
必要 性 获得 证 明 。 
再 证 条 件 的 充分 住 。 假 设 定理 中 的 条 件 为 (2) 所 满足 ， 
伪 定 型 8 的 证 法 引进 2" 阶 的 三 角 多 项 式 D0,(%) ,于 是 
0.0) |<43 一 4 襄 ， 
OPPAOR 
对 于 任意 正 整数 呈 显 然 总 是 有 
钮 11s<4 轧 志 -4 二 。 
这 就 玫 开 ,对 于 任意 j>-0 都 有 
He 内 一 中 @-HfGe- 有 | 
< 号 [so 及 -2 四 二 Da- 二 澡 。 


利用 两 次 油分 中 人 公式 可 得 
Te 十 及 二 20 (二 De 一 辣 
=—hUntE) ~ Un = h(E DU EY), 
其 中 2 一 一 mn 之 6 于 wR。 于 是 再 连用 两 次 BepHluteig 不 
等 起 (8 .1) 便 得 出 邵 下 的 估 值 式 ; 
I wt —20,m) 十 Do 一 下 | 
oh max| U(r) | 2h(2") 2maxz | Us, Co) | 
Ahr, 
并 由 逐 项 相 加 得 


a 83 。 


fet) 2 0) +f oD |<ANr+ 


到 此 为 止 吧 都 是 任意 的 ， 而 且 上 式 左 端 与 加 无 关 。 因此 我 们 
总 可 适当 选择 和 使 得 和 ”二 8<2 ,从 而 四 
(if twt A) —2F (0m) + | 

这 家 明了 (%) EF。 证 明了 条 件 的 充分 性 。 ... 

注 记 27gmund 定理 实质 上 可 以 看 作 是 对 BepHirmreiiy 
定理 的 补充 ,或 者 看 作 是 关于 ae= 工 的 那个 情况 的 精确 化 。 密 
实 上 ,函数 类 Z 是 介 于 Lip1 与 交集 琴 Cae 之 间 ， 

LiplCZCCHO, 

还 可 以 举例 说 明 马 是 交集 玉 0s 的 一 个 真子 集 。 详 细 讨 论 
留 给 感 兴趣 的 读者 自己 去 作 。 


S$ 5、 函 数 的 最 佳 源 近 与 诱导 函数 的 最 佳 通 近 之 间 的 关系 

要 研究 非 周 翔 性 亢 数 的 结构 性 质 与 丽 数 的 代数 宅 项 式 远 
近 阶 之 间 的 联系 ， 最 简单 的 办 法 就 是 先 通过 变数 代 换 法 把 被 
带 近 的 函数 转变 成 三 角 函 数 ， 然 后 用 三 角 多 项 式 来 进行 表 近 
《这 时 基 可 应 用 § 2, $4 中 的 理论 ), 最 后 得 把 三 角 多 项 式 转 
变 成 代数 多 项 式 。 

现在 我 们 就 根据 上 述 想法 来 进行 具体 分 析 。 假设 广 (a) 
是 定义 在 闭 区 间 [o, 如 上 的 一 个 连续 函数 。 通 过 变数 代 换 


2 一 豆 [GB 一 四 i (B+o)], 


显然 就 将 2 的 区 间 esz<8 变换 成 t 的 区 间 一 1<<t<&1, 同时 
得 到 t 的 商 数 


PO (TO +t), 


撤 然 一 1&teI， 故 又 可 作 变 数 代 换 1 一 cos0 而 0<9<wm， 这 
= BD 。 


柱 便 得 到 一 个 三 角 沙 数 
. $0 =p(c080) 。 

由 于 cos 昌 是 日 的 偶 性 周期 函数 ， 故 可 将 由 的 按照 出 一 
由 一 信 与 忆 的 一生 (+2 到 而 延 拓 成 为 《一 co，co) 上 的 侦 性 
周期 函数 . 

恕 上 得 出 的 光 ( 押 称 为 原始 函数 Fo 的 诱导 函数 。 利用 
此 种 诱 学 函数 即 可 讨论 代数 多 项 式 的 最 佳 允 过 和 三 角 多 项 式 
的 最 佳 逼 近 之 间 揭 关系 。 

命题 1 设 局 是 栈 数 JoecOrz 站 的 用 不 高 于 名 次 
的 代数 多 项 式 的 景 佳 允 近 , 而 ;是 它 的 诱导 栈 数 上 8) 用 阶 
数 不 高 于 1% 的 三 角 多 项 式 的 最 佳 遂 近 , 那 末 加 ,一 卫 。 


[证 】 对 了 (ow) 而 言 伍 有 最 小 偏差 多 项 式 P(e) = 之 oaz， 
使 得 
|f (2) ~ Po) | < (5.1) 
易 见 了 人 w) 的 诱导 函数 79) 必定 是 阶 娄 不 高 于 的 三 角 多 项 
式 。 因 此 不 等 式 (6 .站 转变 为 
| 证 —2 (00) | < 
由 此 推出 成 才思。 
反之 ,对 偶 丽 教 %(9) 而 言 将 有 最 小 偏差 多 项 式 ( 侦 性 三 
角 多 项 式 ) 人 9) ~ 说 aeos19 一 六 ooosrb, 使 得 
C0) TO) | 的 。 (5.2) 
显然 由 (9) =g(eos9) 一 p《) 可 知 (5.2) 式 相当 于 
PO) — Por| 二 机。 


最 后 再 根据 变数 代 换 一 闻 [(3 一 a)t-+ (5 二 a)] 便 变 成 
89 。 


| Fe) — Ptw) | < Br, 
其 中 卫 () 的 次 数 自然 不 高 于 多 由 此 又 推出 书生 吾 。 

命题 2 设 wy(3)， v0 分 别 表示 画 数 了 (9) 与 诱导 函数 
上 (的 连续 模 数 ,出 

ov(5) <ax( 瑟 (8 一 四 )。 

【和 话 】 由 微分 中 值 公式 乙 知 |co8 6 一 0c08 8 所 | 而 一 后 |。 . 
因此 当 | 由 一 | 和 3 时 可 得 估 值 式 
| 太一 业 (85) | 

一 194cos 信 ) ~—9p {oo080s) | 
wa lo080 —e08 0 |) op 0 wp 


41 号 
人 全 和) 有 全 全 


00) 
命题 8 设 [a，A]j 是 整个 包含 在 (a, 5) 内 的 闭 区 间 ， 而 
名 (8) 表示 了 (w) 在 [a, 外 上 的 连续 模 数 。 周 存在 一 个 仅 依赖 
于 区 闻 (g, 纺 及 [o, 甩 的 正常 数 刻 使 得 
artd) < ON (CEO) 四 
[证 】 注意 变数 代 换 w 一 地 [一 0)t-+ (5--a)] 等 价 于 


一 22 一 《六 -全 
在 -一 他 2 


在 此 变换 下 <c<8 显然 被 变换 成 mi<t 民 ma 前 
而 一 0 te ， Tg 二 2 Co 十 cj 


b—ua 
自然 [zt Ta 整个 合 于 《一 二 切 内 , 亦 即 
A=min {t+ 1, 工 一 40。 - 


* 时， 


记 wr dl = 二 [0) cosg 十 (G+o)], 
i 一 42, 于 是 不 等 式 | 一 | 所 5 显然 相当 于 
[一 to | 所 二 So 
因 口 = arocoazt 故 由 微分 中 信人 会 式 易 得 
1 —8| = |arc coos ti— Aarc oos 区 | -es tl 


其 中 在 , 直 均 在 [有 wy， Tj 内 而 上 系 介 于 万 与 二 之 闻 ， 自然 是 
(一 5 一 (1 一 和 (二 和 宇 加 。 因 而 


LA 


2 
ry 
我 们 有 
(fo) —f tn) | 一 | 下 人 0 | (| 0,|) 


< oy (5 3)。 


这 就 证 明了 oy(8) < 068), 其 中 b= py。 
86. 代数 多 项 式 通 近 理 论 中 的 Jacekscn 定理 与 5ephuTekt 
定理 
有 了 5 中 的 内 容 作 准备 , 我 们 便 不 难 根据 三 角 多 项 式 
通 近 论 中 的 Jaokson 定理 与 BeapEmreiz 定理 \ 定 理工 ~6) 去 ， 
导出 代数 多 项 式 思 近 论 中 的 相应 命题 。 例 如 我 们 有 
定理 ?7 (Jackson) 设 轧 是 函数 fw)E0La, 要 用 芋 s 
中 的 多 项 式 所 得 的 最 佳 通 近 , 那 末 


BFK wr (2), 
其 中 £ 为 一 正常 数 ， 仅 与 全 6 有 关 。 


、 [证 】. 令 兴 (9) 表 /(4) 的 诱导 西数 。 往 据 §5 中 命题 
豚 2 并 利用 8 2 中 的 定理 2 易 知 z 
EH,= BE'< Aw, (=)< co ( 二 )<Eo (=)。 

年 理 于 是 得 证 。 

推论 1 设 FoEIipxe(0<x 过 妨 ， 则 

EA<EM (=)。 
推论 3 设 了 Cw) 有 微 商 产 ( 且 | 产 (w)| 气 履 ， 网 
BE, 二 KM=。 

如 果 用 0 (C8) 表示 p 阶 微 商 了 "(sw) 的 连续 模 数 , 那 末 还 

有 如 下 的 一 个 更 一 般 的 结果 ， 


定理 8KJackson)y 设 了 (zw) 在 Fe， 机 上 县 有 » 阶 连 续 微 
商 , 那 末 当 ”> 和 时 恒 有 个 值 式 


mea) oo 人) 


其 中 45 是 一 个 仅 依 赖 于 o, 5 与 p 的 正常 数 。 
为 证 明 上 注定 理 , 先 证 明 下 面 的 、 
引 理 2 车 f(w) 具有 连续 微 商 产 (z)， 则 fCw) 的 最 佳 轴 
近 局 二 (站 与 其 微 商 的 最 佳 表 近 权 1 三 加 4( 关 ) 之 间 必 
存在 如 下 的 关系 式 : 


BA(T)E 
[证 】 令 忆 (办 是 产 (w) 的 最 佳 允 近 多 项 式 ,次 数 为 mn 一 1。 
那 来 |f(2) 一 Pw) | < 本。 令 p(e) -< 一 Poam 则 


9 (2) = 广 (2) 一 P(tw), 从 而 有 不 等 式 |y (89) | 专权 1。 如 是 利 
用 定理 ?7 的 推论 2 便 推 出 


“6 . 


LW by 


Bp) AT) 
因 之 , 壤 Q(w) E 卫 ,是 p(o) 的 最 能 逼近 多 项 式 ,出 
|p(0) -Qo) ~ 0) ~) Pd Qo) < 


注意 | Po)az+QCo) 为 可。 中 的 多 项 式 , 故 由 上 式 可 知 引 理 


的 结论 成 立 。 
【定理 8 欧 证 明 】 相继 应 用 引 理 中 的 不 等 式 , 得 出 (常数 
符号 4 在 各 次 出 现 中 不 必 代 玫 同 一 值 ) 


re) A 


<4(#)(s) “(sr Fr) 
<4 =) EB,. (6.1) 
再 根据 上 述 Jackson 第 一 定理 的 证 明 , 可知 有 
下 由 0-— 
Boy< Aw® (3 和)。 
妇 此 代入 不 等 式 (6.1) 的 最 后 一 项 ,使 证 明了 定 玲 8 中 的 升值 
式 。 
进一步 ,我 们 来 建立 定理 了 之 推论 工 的 道 定 理 , 即 
定理 9《Bepmmaeittm) 设 阔 数 .FocEe[e 到 的 最 佳 道 
近 邢 满足 不 等 式 


1 


FR 二 《0<a 呈 二 。 


令 [a 5 为 整个 售 于 (ww 态 内 的 一 个 闭 区 间 。 那 末 当 <i 
时 ,了 f(s) 在 该 六 区 间 上 伍 属 于 Lipa 类 ; 当 a=1 肝 , (四 在 该 
闭 区 疝 上 便 属 于 厂 类 。 

[证 】 令 风 (的 玫 j(o) 的 诱导 函数 , 则 


BF) = Br 

因而 由 $44 中 的 定理 3 知道 , 当 &<1 时 小 (9) ELipy a 而 当 
a=1 时 OEW, 

由 85 中 的 命题 3 知道 ， 在 诡 间 [a 机 上 恒 及 (0) 过 


ww(R6)。 因 此 再 根据 连续 模 数 的 性 质 如 介 二 以 及 瑟 党 的 翁 
广 , 可知 当 mw<l 时 将 有 


wd Sw, HO EM ES, 
这 天 明了 (%) 属 于 具有 系数 姥 姑 的 Lipa 类 ,又 当 a=1 时 ， 
(8) Cw HO) < ME lop £3)) 
<MEL+ |logk|)d 1+ [log 81), 
故此 时 了 (ww) 属于 范 数 类 政 。 
定理 如 (BeprtmreiiE) 设 % 为 正 整 数 而 了 (8w) EC[a, 六， 


并且 
HH po 信人 所 二 ) ， 


那 末 雪 阶 微 商 fw) 在 开 区 间 ( ww 8) 内 处 处 窑 在 ， 并 且 当 
Q<1 时 了 Ww) 在 包含 于 Cg, 殉 内 的 任何 闭 区 间 [er 4] 上 得 
属于 Dipe 尖 而 当 x=1 时 属于 到 类 。 7 

这 个 定 猎 可 坟 利 用 Hepanmeiir 第 二 不 等 式 的 那 条 推 论 
(§ 3) 来 证 明 , 这 里 便 不 去 细 说 了 。 

最 后 要 着 重 指出 ,将 BepEmrei 的 一 系列 定理 和 Jaokson 
的 定理 联系 起 来 《包括 27gmnnd 定理 ), 可 以 堵 出 05s 与 
OLg, 外电 的 请 数 正好 能 够 按照 它们 的 量 侍 通 近 的 递 泪 速度 
洲 进 行 分 类 , 例如 分 成 Lipat0 过 a 二 由 类 , 2 尖 ， 高 次 可 徽 画 
数 类 等 等 。 


各 BB 晶 


kt i TT 


$Y， 作 为 逼近 工具 的 王 ourier 级 数 

本 节 讨 论 用 由 tourier 级 数 的 部 分 和 作成 的 三 角 儿 项 汇 
来 计 近 Ca 中 的 函数 问题 。 我 们 将 证 明 Lebesgue 的 一 条 定 
理 ; 由 该 定理 可 以 看 出 , Fourier 级 数 的 部 分 和 在 作为 函数 的 
逼近 工具 时 ,确实 要 上 比 最 佳 吾 近 多 葬 式 差 一 些 ,但 它 所 给 出 的 
逼近 阶 却 和 最 佳 遥 近 公有 极 微小 的 差别 。 

记 了 (zw) & Oar, 并 假设 有 Fourier 展开 

fv) ~ d+ 3 《es Dog Eq Orsin fw), (7,1) 


其 中 的 系数 4，o， 如 按 下 式 确 是: 


A= Fw dy, m= 二 | DOSE ay, 


b= 二 | fainkode (k=1,2, 3,.)。 (T.2) 


显然 ， 如 果 Fe) 是 一 个 盖 次 三 角 儿 项 式 ， 则 它 的 Fourier 展 
开 就 是 该 三 角 多 项 式 本 身 。 
设 同 so[ 门 一 So 为 了 的 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 . 


Si[ 有 门 一 4 二 > (Gy O08 kg + Ds sin ho) ， 


由 数学 分 析 我 们 知道 上 述 的 部 分 和 可 以 内 示 成 如 下 的 所 谢 
Diriohjet 得 分 ， 

Si 让- 二 | [flvt a) +f(w— 0] nt Dt 
因此 要 研究 8,[ 胃 对 了 (6) 的 表 近 这 度 , 只 需 考察 Diriohlet 积 


分 收银 于 了 (zw) 的 速 六 即 可 。 为 此 , 先 证 有 明 ~ 
引 理 3 对 于 任何 正 束 数 n>2, 成 立 着 不 等 式 ， 


虚 村 
三 | tt | 尾 < 到 《2 十 ]og 人 


【证 ]】 首先 由 数学 由 纳 法 ， 易 证 


= 


lsinntl <n|sint| 【一 co<y<ecje 
事实 上 , 当 呈 一 此 成 立时 , 由 于 
| ein Ck+1)t|< |ein ktco9t| + |oo8 kt*sint| 
< sn 对 | 十 ]sintl 裤 (人士 菩 sin 寺 ， 


故 # =8+ 工 本 亦 成 立 。 其 次 由 函数 -se 二 在 [ 0, 可] 内 的 单调 
下 降 性 易 推 出 
号 :> (加 或 sint> 二; (o<t< 了 )。 


+ 
于 是 将 引 理 中 的 积分 分 烈 成 [0 一 亚 -| 与 [二 = 各 | 


两 个 区 间 上 前 积分 , 便 得 出 
二 人 | et EE 
不 


n 厅 ， 县 
< 工人 (2n+ Das + 可 | 时 
To 党 


wr 
1 1 TT / 1 1 
~ 吉 + 豆 1og( 针 / +1 
1+ 二 log n。 


这 就 证 明了 引 理 中 的 不 等 式 。 

根据 所 证 引 理 便 可 导出 
”定理 11(Lebesgue，1909) 车 函数 了 (%) 用 瑟 * 中 的 三 角 
多项式 所 得 的 最 佳 迁 近 为 雇 :, 则 对 一 切 # 及 一 切 %* 二 2 有 

[SL — fn) | (9+ logn) BE,o 

[证 】 对 于 任意 连续 酚 获 9g( 思 ， 记 | 中 = 一 maxlgko) ls 于 

是 由 DPiriohlet 向 分 及 引 表 8 易 知 
[SCA < | 2+ logn) 

由 00 


今 T(w) EH 为 对 f(z) 的 最 合 甫 近 多 项 式 ,注意 T(2) 的 
Fourier 展开 等 于 其 本 身 , 故 有 Sn [TT] 三 Tw), 并 因此 
A 

iS [7—TI|+E: 

| —7T| C21logn) + Es 

— (3+E€n) Eo 
- 这 就 证 明了 和 定 王 中 的 不 等 式 。 ， 
由 Lebesgue 定理 可 知 当 lim (了 梧 Iog mn) 一 0 时 ， 部分 和 


Su[ 亡 一 致 收敛 到 ,7Ge) 。 亦 即 此 时 了 (e) 可 展 成 一 致 收敛 的 。 
Fourier 级 数 。 又 根据 三 销 逼 近 论 中 的 Jaokson 基本 定理 
G 7， 我 们 知道 三 < Bo( 寺 )。 因 此 只 要 o( 革 Jog ( 工 ) >0 
《nr 一 co ,也 就 保证 了 F(z) 的 Fourier 级 数 的 一 致 收 贫 性 。 这 
就 是 下 面 的 
推论 ”保证 六 o) 能 展 成 一 致 收 伍 的 Fourier 级 数 的 充 : 
分 条 件 是 
lim[owr(8)ing 习 一 0。 
这 就 是 著名 的 Lipsehitz-Dini 条 件 。 
显然 Lebesgue 定理 中 的 不 等 式 可 以 改写 成 
[SLf] ~f (0) RIogn BE (n=2,3,.), 
其 中 五 为 一 绝对 常数 。 我 们 知道 logn 虽然 随 着 的 增 大 而 
增 大 , 但 和 天 (8e>0 为 任意 小 的 数 ) 比 较 起 来 毕 吏 级 慢 得 多 。 
亦 即 og 一 owr) (n>00) 。 因 此 可 以 认为 部 分 入 ,及 比 之 
f(w) 的 % 阶 的 最 化 过 近 三 角 多 项 式 并 不 坏 得 太 过 分 。 


$ 8， 作 为 带 近 工具 的 Fejér 和 
我 们 知道 ,函数 Jo EOss 的 Fourier 级 数 的 部 分 得 
.A 


8S。[ 门 本 身 可 能 不 收 伍 于 该 函数 。 但 是 将 部 分 和 经 过 平 震 之 


后 得 到 的 Fejér 和 
crn ay 三 cr [月 2 访 of 六] 十 总 +[ 人 十 访 -14[ 髓 


孝公 能 一 致 收敛 到 .Fkm 。 这 就 是 通常 数学 分 析 教 程 中 讲 到 
的 Fejér 定理 。 既 然 Fejér 和 cnt 泪 仍 然 是 三 角 多 项 式 面 且 
重 具 有 收敛 性 , 这 就 使 人 想到 , 作为 函数 的 台 近 工具 , 在 某 种 
场合 [让 对 函数 tw) 的 到 近 速 度 可 能 村 比 S.[ 用 快 一 些 。 
下 面 要 讲述 的 Bepammeii 的 一 个 结果 ,表明 上 述 猜 想 确 实 是 


正确 的 。 
由 Sx[ 用 的 积分 表达 式 (Dirichlet 积分 ) 可 得 出 
gaff] = 二 人 | Sain(2b+ 1 dt, 


(8.1) 
又 因为 28in egin 月 一 opgkea 一 月 ) 一 cogtw 十 有 ,所 以 
2sin ; Bain Qh+Dt— Fe (cos2ki~ oo82(k+ 1 
—1—cos a2nt—2sin nt 
由 上 面 的 推导 得 到 
天 一 二 ， in £ 
人 二 1)1- 7 0 
由 此 及 {8.1) 式 有 
:of ft + fw)]| 人 2] 
由 于 5xL4] 一 1 故 对 特 便 了 (w) 二 1 而 育 自 然 有 
1=on[l] 1 记 | [办 至 } dit, 


后 凯 
* 由 


Tal 四 —f tw) 
or 4 上 
= 二 人 FG) +F 2D —Y (01 [| ds, 


现在 我 们 来 证 明 
。 定理 12 (Bepmmmeiim 1912) 车 f(s)EOss， 并 且 f(z) 
GLipeo, 其 中 0<a<1。 名 对 一切 5 成立 着 估 值 式 


lwm[ 用 -71< 到 (8.2) 


紫 处 4 是 一 一 个 仅 依 赖 于 a 的 常数 。 
【证 】 既然 Jr E Lipxa, 故 
foet2D rf ~ 2 (012M 2", 


高 注 六 sinzt>>( 之 2) “(os 因此 代入 化 简 得 
AA S| 
四 [i Hin? 祝 A 


na a 
<4 和 | 各 站 0 一 po 

这 便 是 所 要 证 明 的 不 等 式 (8.2)。 
将 此 处 定理 中 前 估 值 式 和 Jackson 基本 定理 推论 308 2) 
中 的 估计 式 作 一 比较 ， 可 知 就 整个 Lipxe 类 (0<a< 轧 中 的 
爹 体 周期 连续 函数 而 言 , Fejér 和 所 给 出 的 偏差 估计 恰好 与 最 
小 偏差 瑟 的 信 计 有 着 同样 的 阶 (当然 这 并 不 排除 对 应 个 别 的 
函数 Ei 具有 更 快 下 降 速 度 的 可 能 性 ), 然而 在 另 一 方面 ,根据 
Lebesgue 定理 (§ 门 看 来 ，Fonrier 级 数 部 分 和 访 ,[ 店 对 于 


Lipya 中 被 台 近 函数 的 偏差 信 计 却 只 能 是 410gn.- 占 。 换 馈 
话说 ,这 里 需要 多 出 一 个 无限 增 大 的 因子 logn。 


+ BB 


第 三 意 习 
4. 没 天 ) 在 Ca, 8) 上 处 外 可 微 , 昌 | 产 (x)1 志 对 。 试 证 明了 (7) € 
Lipar 1, 
2，. 对 有 根 区 闻 如 ,人 而 言 , 试 证 明 当 ax< 有 配伍 朋 LipBcLipaa 
3， 假设 函数 下 ,i 2 (一 1 3 3 0) 定义 于 方形 区 域 si 
qb 上 ,对 于 每 个 辐 定 的 4 值 , 它 是 1 的 可 积 汐 数 (Riemann 可 积 或 
Lebesgne 可 积 ), 并 且 当 a<<ass 吃 8<<b 时 恒 有 
| Kn, Wai dy 1 nyo0), Ce) 
那 末 nit 他 恒 称 为 一 个 村 ,而 具有 形式 
2 一 Kas, fC 
的 积分 称 为 言 天 积分 ， 试 征明 ， 当 ,Gi 地 > 和 全 并 月 对 t5 本 内 性 
意 闭 于 区 闻 [ae, ji 上 之 一 切 z 值 一 致 成 立时 ， 周 人 尾 -- 连 铁画 数 疡 9 
Coa) 的 奇异 积分 蕊 ,(0 必 一 致 地 路 就 于 了 关 (z}》, 证 即 
DT) > fe) aro 
生 . 试 证 WW8ieratrass 积分 
ni) -2) 了 Mt FO 


_ 节 
是 一 个 奇异 积分 , 而 是 山 妖 画 数 (各) ”extrez 的 奇 点 。 
5. 试 证 Fejer 积分 


， 了 4 
1 fx | sn BO— we) 
点 中 。 C4) 


是 一 个 傈 异 积 分 , 而 x 是 其 中 的 正 性 核 的 亲 点 。 
ff#， 试 证 Yale-Poussin 积分 


Fo- 全 [人 ro 


1 ， 
”此 处 符号 "一 >” 表 示 左 端 一 致 收 伍 于 右 端 { 当 9 >oo 时 ) 以 下 阅 。 
J. 分 生 二 


是 一 个 坷 异 积分 , 而 2 十 其 中 的 正 性 核 的 奇 点 。 
了 ， 试 证 工 andau 积分 
Lo = (2) -G00 
是 一 个 奇异 积分 而 = 是 其 中 的 正 性 核 的 奇 点 。 

8 试 证 明 作为 订 并 和 的 Bepammreiiz 多 项 式 BEw) 中 的 正 性 核 
Je) -人 0- (0« <) 在 kag(t0<x<1) 外 达到 最 大 
值 , 因而 以 网 一 过 为 不 连续 变量 的 该 山峰 函数 具有 青 点 rs 

9、 试 证 明 作为 青 异 和 的 Kagropoams 多 项 式 


1 


E(w) -+DS( “za-o f(Das 


nF1) 


”村 fr>e 时 收 化 于 连续 现 数 了 (zy(0<2<1)。 


[提示 与 Bepgrmmrettz 多 项 和 式 序 列 的 收 黎 性 的 证 法 完全 福 似 。 
功 ， 斌 证 明 作 为 青 异 和 的 Landau 地 项 式 


二 [可 者 好 降 
CO 二) 六 7 过-( 才 -= ] 
村 从 > 时 收 角 于 连续 玉 数 了 C(x) (0<x<1)， 并 且 让 任何 闭 区 河 0 二 站 
喧 攻 < 革 一 届 上 是 一 致 履 笋 的 。 
[提示 ] 考虑 奇异 积分 或 奇异 和 (或 责 异 级 数 ) 的 收 芝 性 了 时， 总 是 
在 国 绕 着 核 通 数 的 末 点 附近 将 积分 或 和 式 分 弄 成 两 个 或 三 个 组 成 部 分 
来 分 别 进行 和信 计 。 例如 就 (2) 而 言 ,， 很 象 处 理 Bz 的 收 笋 性 那样 ， 


可 以 取 定 一 个 。(0<s< 地 ), 将 它 的 加 式 总 分 天 成 如 下 的 两 个 部 分 


总 = Et Don 
其 中 了 oo 与 Zevw 分 列表 示 对 合 于 下 列 和 件 的 一 切 整数 有 0<K< 雹 取 
和 和; 
下。 入- 的 


至 于 详细 的 分 析 证 明 , 可 以 参考 第 一 童 §1 中 的 BepHmreii 证 法 。 
二 ,就 题 10 中 的 Landan 多 项 式 ， 试 证 明 当 fa EC[0, 了 时代 
讨 式 
» 5". 


C0) -7 <2 (A ) + 

对 于 每 个 《C6<% 必 1 一 和 及 一 切 充分 大 的 部 成 立 ,其 中 正常 烤 0 依 挤 
于 指定 正 歼 6 (0<5< 寺 而 与 无关。 

12. 斌 证 明 对 [0，o=) 上 的 有 界 连 续 西 数 了 (x), 奇异 级 数 
| .0 
在任 何 朋 限 区 间 [0，oqJ 上 是 一 致 收 化 于 7 。 

[提示 ] 以 友 一 皮 为 变量 的 山峰 函数 gt = Ca2 具有 
奇 点 *。 因 此 只 要 围绕 霖 点 > 将 该 奇异 级 数 昱 适当 好 分裂 成 三 个 如 
式 , 再 分 别 灿 以 分 析 佑 计 即 得 。 


二 下 


第 四 章 ”线性 正 算 子 通 近 


函数 民 近 论 与 泛 丁 分 析 有 着 密切 的 联系 。 事实 上 ,前面 
几 章 中 所 介绍 的 用 代数 多 项 式 或 三 角 包 项 式 允 近 给 定 函 数 的 
具体 工具 《 讽 如 , 内 搬 多 项 式 , Bepammaeiir 多 项 式 , Landau 多 
项 式 , Fourier 级 数 部 分 和 , Fejér 和 , 等 等 ) 都 是 些 线性 算 子 。 
换言之 , 若 下方 区 为 上 面 所 列举 的 吾 近 工具 之 一 , 又 令 a 与 
4 为 任何 实数 , 而 了 0D 与 2 人 的 为 属于 算 子 五 ( 方 四 存在 域 的 


几 数 , 则 
Llaf + bp 二 一 GE vw) 十 六 (9 Yo 


这 些 著名 的 逼近 工具 有 如 此 重要 韵 共 性 ， 壬 然 启 示 我 们 
可 以 在 研究 证 本 分 析 某 些 风 念 的 同时 来 研究 本 数 逼近 理论 。 
下 面 就 来 介 洒 苏联 学 者 I HI. Kopopga 著名 著作 (Tametimare 
0TeparopH H TG0pHH EpaCGmRKOHH 莉 , 有 中 译本 ?中 前 一 些 典 型 结 
紧 。 


8 IT， 线性 正 泛 函 

现在 我 们 考虑 对 冰 数 所 施行 的 某 些 运 算 ， 它 们 导致 泛 函 
数 的 概念 。 

1 邻 汕 (让) 一 sup | Fo) 1。 量 型 (六 与 徽 积分 中 的 画 


数 慨 伪 之 间 有 什么 共同 之 处 ,又 有 什么 不 同 之 处 ? 

量 吝 ( 记 不 是 独立 变量 。 酌 如 ， 车 户 (o) = sin 2mm， 
fa 一 30 十 4， 则 并 (f=1， (Ff9) 一 4。 微 积分 中 的 还 数 
也 不 是 独立 变量 。 量 大 (由 与 应 数 同 的 差别 不 是 很 实质 的 。 
它们 的 差别 仅 在 于 这 些 量 的 变 元 的 性 质 相 异 。 点 ( 数 ) 是 机 数 


的 变 元 ， 而 区 间 [0, 1] 上 的 有 界 函 数 是 其 弄 ( 廊 的 变 元 。 在 
区 间 [0, 切 上 有 界 的 函数 产 ) 记 成 的 集 忆 是 量 弄 ( 力 的 在 


在 域 。 
2, 设 风 的 古 区 间 [e, 吉 上 的 连续 醒 数 。 令 


7CD = | Wo)f Co) dr, 


量 5 (其 值 依赖 于 六 o， 而 由 Ko) 是 固定 的 函数 ) 是 确定 于 
在 区 间 [w,， 加 上 可 积 的 函数 (2) 所 成 的 集 了 上 ，。 

将 上 述 例子 一 般 化 ,我 们 来 引进 江 阔 数 的 概念 。 

定义 六 如果 对 铁定 集 万 的 每 一 函数 了 (ow), 都 有 一 个 实 
数 训 与 之 对 应 , 即 更-- 铬 ( 亡 , 则 说 在 本 数 集 上 定义 了 一 个 
这 函数 () 。 集 丈 称 为 泛 函 数 的 存在 域 。 

由 上 述 定义 可 以 推出 ， 汉 沿 数 与 函数 之 闻 的 不 同 点 仅 在 
诗 这 些 量 的 存在 域 不 同 ， 点 集 为 函数 的 存在 域 ， 函 数 集 为 泛 
证 数 的 在 在 域 。 这 两 个 概念 之 间 的 其 它 盖 吻 是 没有 的 。 

定义 泛 函 数 甸 (了 ) 称 为 线性 的 ， 如 果 当 函数 了 fw) 与 
9 人 e) 都 局 于 它 的 存在 域 时 ,ay (2) 十 bp (ew) 亦 然 , 且 有 等 式 ( 线 


人 性 关系 式 ) 
Saf +op) af + oinp) 


成 立 , 其 中 a,5 为 任意 两 实数 。 
例 1 (f=4f()。 
泛 图 数 四 (四 在 那些 于 一 a 有 定义 的 函数 (2) 所 成 此 
集合 了 上 有 意义 。 它 的 线性 可 由 下 列 等 式 推 得 . 
Baf +hp) ~ Alaf (om) 下 Bt 一 ad + bAgpla) 
=aBtf) +eS (gp), 


全 4xf lo)， 
汉 亩 数 唱 (站) 在 那 些 于 诺 点 WE za 上 有 定义 的 函 
,98 . 


数 了 (2) 所 成 的 集合 了 上 有 意义 。 由 等 式 
blaf + 09) = Arlaf ze) 十 5 人 Go) 


-a DB Arf (en) + 6 ST) 4up(on) 


-ad(f)+6D(g) 
推出 其 线性 。 


岗 3 本 (万 -| bf), 
其 中 由 (2) 在 [a, 同上 连续 。 泛 函数 的 线性 可 由 等 式 
(ef 上 0) 一】 bo) Caf 人 二 ip 人 Da 


of Wf dnt 5 ye) 人 ao 
. ~aB(f) +6B (9) 
推 得 。 
定义 8 ”车 对 于 每 一 个 正 函 数 ffo) ( 称 不 取 负 值 的 函数 
为 正 台 ) 都 有 症 ( 方 20, 则 称 线性 泛 通 数 全 ( 亡 为 下 的 。 
容易 看 出 ,线性 正 泛 泗 数 西 (的 值 当 其 变 元 增 大 时 不 沽 
小 。 其 实 , 车 由 (多 部 志 (0), 则 疡 (9) 一 fol) 守 0, 所 以 
O<$ Ff =B DB) 且 GV)PSF), 
由 于 这 一 情况 我 们 可 以 说 线性 正 泛 函数 是 单调 增 大 的 。 
例 1 若 A>0, 泛 函数 人 (有) 一 Af(a) 是 正 的 。 
例 2 洲 Ls>0(k=1 2,…, 人 0, 泛 丙 数 


BO — Ddsf (om) 
是 正 的 。 
例 3 设 小 G) 在 区 间 [a， 妇 上 连续 且 由 的 关 0， 出 泛 郴 


数 宛 ( 轧 ~ 人. 业 (o)7(e)az 是 正 的 。 


其 实 ,车 由 (ooy 过 0, a<to<<5, 刚 由 于 峭 (人 是 连续 的 , 故 
有 区 间 [Lo (oasrepe5, a<B) 使 得 于 其 上 由 (中 是 负 、 
的 。 现 在 令 
1， 
fe) -te 其 它 ， 
显然 fw) 是 正 函 数 ,但 是 
A AC OL OL Sa 


现在 我 们 来 研究 线性 正 泛 男 数 序列 1 的 妆 伍 性 ， 
主要 是 研究 在 怎样 的 条 件 下 对 于 一 切 于 点 we 一 w 处 连续 并 在 


实 输 上 有 界 揭 函 数 .Fo ,成 立 等 式 
lim Bf) =f(0). GD 
宝 理 不 RopoaxmE， 1953) ”车 线性 正 泛 落 数 严 ,( 门 满足 
条 件 ; . 
Dl) 1, B00 00), (1 .2) 


其 中 昌 (o) ~ 《ow 一 0)s 出 对 于 任何 于 点 za 处 连续 且 在 实 四 
上 有 有 界 的 函数 fa) ,都 有 

lim $,(f) =f (0), (1.8) 

【证 】 首先 依 对 了 (2) 的 假设 条 件 可 得 两 个 不 等 式 。 事 
实 上 , 依 有 界 性 假定 ,得 到 


一 2M<jo) —f(0) <2M, (1.4 
而 信函 数 在 点 oa 处 的 连续 性 , 当 |s 一 «| <8 时 得 到 
—s<f(w) —f (0) <es (1.8). 


由 这 些 不 等 式 可 得 不 等 式 (对 一 切 2) 
be) <f 0) ~f (0) <et 2 yo)。 
(1.6). 


一 如 一 


事实 上 ， 和 车 is 一 ax| <6， 则 民 .6) 式 可 由 民国 式 推 出 ( 注 写 
(ew) 一 Os 车 |w 一 “> 
计 二 中 (0) 滨 全 oa 一 
从 而 由 对 , 沁 式 推 奥 民 . 的 式 Ga 尖 5 人 们 。 
现在 , 利用 不 等 式 以 . 拉 以 及 线性 正 泛 画 数 的 单调 性 , 得 
到 


— 8 (1) 一 Dp) SDF) ee (DD) 


So 
z (1.7) 
信条 件 以 .2), 上述 不 等 式 右边 趋 于 e 而 左边 赵 于 一 ae。 由 此 
及 ,使 得 当 %>> 太 ,时 ,有 
~—2e<D,(f) —f oD, (1) <28, 

入 s>0 的 任意 性 , B,C7) 一 了 0),(D) 一 0。 最 后 , 由 于 交 什 
一 二 所 以 (有 -> (ea)。 证 毕 。 

注 记 1 定理 中 应 假定 函数 .Fe) 属于 序列 中 一 切 诈 函数 
的 存在 域 .虽然 在 定理 叙述 中 并 未 说 明 这 一 点 。 范 数 joy 二 1 
与 出 (四 = 他 一 因 0 都 属于 这 些 存在 域 ， 昌 然后 者 在 实 轴 上 是 
无 界 的 。 这 一 附注 对 下 面 的 定理 也 都 适用 , 为 了 叙述 简便 起 
见 以 后 我 们 不 再 说 明 这 一 点 。 

. 注 记 2 不 等 式 (1.6) 对 应 于 肖 典 的 defamea. 不 等 式 。: 
推论 ”党 对 于 线性 正 泛 函 数 序列 (站 ， 下 列 三 条 件 席 


< 41) + 三 


是 : 

TD, De), Br oN zo (1 .8) 
则 对 于 任何 在 实 轴 上 有 措 并 于 点 w 一 a 处 连续 的 函数 (2)， 
序列 画 ( 放 收 敦 地 六 人 my。 


» Ol» 


[证 】 令 
Vw) 一 【一 好 3 一 区 一 2a 忆 十 oa， 

由 民 .8) 推 出 
Bp) = D2) — oD (8) oD, Do — 2 et orl =0, 
亦 即 满足 定理 1 的 条 件 , 从 而 推论 得 证 。 

定理 &(Kopongzm 1953) 若 线性 正 泛 函 数 序列 到 (月 
满足 条 件 ， 

(D1, B.D 0, .9) 


其 中 划 (o) gins, 则 对 于 以 2e 为 周期 ,于 s 一 a 处 连续 


是 有 界 的 函数 J(%) 均 有 
lim®,(f) ~f (0)。 


【证 】 由 于 了 (w) 注 足 定 现 1 中 条 件 , 故 不 等 式 (1.4 与 
(1. 本 成 立 。 今 取 一 长 为 2m 的 半 开 区 间 < 一 5<o<2m+a 一 3， 


唱 在 这 区 间 上 不 等 式 
一 一 一 <j 四 一 /GO<er 一 2 ya 
Sm 可 aAIn " 
(1.10) 


成 立 。 事 实 上 , 车 1% 一 a|<8, 则 因 冰 (@) ~sin* 上 所 >>0, 由 


不 等 式 居 . 辣 便 推出 不 等 式 (I.10)。 若 6<&w 一 a<<2m 一 6, 则 
Ee 
2 


因而 sin sin 


vw—a 志 
"es 可 一 


3 
本 


nh 


”103 


ay aa 


0 
可 


于 是 由 于 80,， 从 不 等 式 民 . 仿 即 可 推出 不 等 式 (1.10)。 

进一步 ， 还 可 以 证 明 不 等 式 .10) 不 仅 对 举 开 区 阅 
(a 一 5, 2m 十 一 贞 中 的 2 是 对 的 ,而 且 对 一 切 w 均 是 对 的 。 事 
实 上 ,函数 


,a WB—0 _ 1c08(w—m) 
VODs 


是 以 3r 为 周期 的 范 数 ， 又 依 定理 条 性， 函数 了 lw) 也 是 以 2 
为 周期 的 函数 。 因 此 
pot ke) = ho), fmt2hr, 一 了 Ko) 
(天 一 D， 土 I， 士 3 。 
据 此 由 不 等 式 (I.10) 得 到 


iw ak) 


2 
gin3 0. 


(w+ abr) 。 


a FT 十 28 一 了 (7 < 有 十 224 
in 一 


.11) 
但 阁 # 在 半 开 区 间 (a 一 8, 2xw 十 & 一 5j 中 变动 ， 则 e+ 2 便 在 
半 开 区 间 42 十 一 全 4 十 上 一 训 中 变动 ,8 十 4 在 (x 十 a 一 芒 ， 
6rm 十 a 一 辣 ] 中 变动 ,一般 的 2 十 2k5 在 学 开 区 间 (28m 十 汪 一 下 
2jr 十 2 十 一 引信 一 0 士 1 十 入 …) 中 变动 。 这 些 半 开 区 
间 全 体 驾 盖 整 个 实 畏 无 遗 ,因而 由 民 .10) 式 推 知 ,对 每 一 闻 开 
区 疗 成立 的 不 等 让 (I.10) ,对 一 切 w 均 是 成 立 的 。 
现在 已 经 容易 证 明定 理 的 结论 。 事实 上 , 利用 不 等 式 
过 .IT0) 与 泛 消 数 二 (用 的 单调 性 ,可 得 到 
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eB (DD) B,D SDF fa Dl) 
gin 


3 
< eB, Ch) + Dr) 


Pins 全 
扰民.) 式 , 上 述 不 等 式 右 端 趋 干 而 左 端 趋 于 一 8。 因 而 有 
六 ,使 得 当 n> 2 时 ,有 
— 28 < A fa) D1) <28, 
让 于 a 是 主意 的 及 五,( 一 1 可知 芋 汶 方 一 六 oo 
推论 。 若 线性 正 泛 函 数 序 询 下 力 满 足 条 件 ; 
,1, Bog mro080, Brlaing)—>dne, (1.12) 
并 且 周 期 油 数 (人 于 点 4=5 处 连续 且 有 界 , 则 


; Bf > Fo 
[证 ] 令 
日 内 一 -0 _ 1—oontw—a) 
vw) = sin 2 一 一 一 了 一 二 
-林寺 一 coaeeose 一 smesing)。 


依 ( 计 ,1 及 (了) 的 线性 ,有 
B,C) = {B,C1) —o0u et, (00%) —sin er (sin @)) 


一 二 全 一 cossc 一 einao 一 个。 


可 见 定 理 2 的 条 件 满足 , 从 而 推论 得 证 。 


823， 线 性 正 算 子 


首先 ， 我 们 用 具体 的 例子 引出 与 函数 久 念 相近 的 算 子 概 
念 。 设 glw, 候 . 对 于 集 加 中 每 一 在 区 间 a<t<b 上 关于 ! 
连续 , 则 积分 
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LF -LF OD 0 =| ole, DF Ot 
—9() (2.1) 
对 干 每 一 在 区 间 [4, 亲 上 连续 的 函数 了 (?) 都 殉 定 出 一 个 两 数 
g(@) ~ 开户 )。 此 处 Cf 9) 与 微 积分 中 的 函数 fw) 相似 
所 差 的 只 是 变 元 与 信 的 含意 不 同 。 尊 数 的 存在 域 与 变化 域 为 
数 集 ,而 工 (f; w) 的 存在 域 与 变化 域 为 函数 集 。 
定义 1 设 已 知 阔 数 集 ， 如 果 对 于 集 F 中 的 每 一 函数 
j 0， 均 有 一 个 函数 p(e) 一 及 (FCO); 2) 与 之 对 应 , 则 说 在 画 
数 集 上 定义 了 算 子 Co) 一 到 (f() 由。 
定义 名 称 算 子玉 (ff， 是 线性 的 ， 如 果 随 着 f(D 与 
?CD 属于 它 的 存在 域 ，af () Tip 人 (其 中 “与 3 为 任 次 的 实 
数 ) 也 属于 它 的 存在 域 且 成 立 如 下 等 式 . 
Hlefteép: rm) =—al (ff; we) oH (gs)o 
例 1 由 (2.1 式 定义 的 算 子 五 (广内 是 线性 的 。 
事实 上 ,由 下 列 等 式 即 可 推出 算 子 工 ( 广 的 线性 ， 


Llofit Bp) | ple, 有 (cf 的 十 fa 人 的) 二 


= | p(y, F(at+ B| ps, 他 后 卉 
一 of e+ BL fs oo 


侧 % 设 二 (2)，1m(4)， at 人) 为 定义 于 和 集 加 上 的 
函数 。 今 


豆 ( 产 办 =- Sf (e), 


其 中 了 (为 在 实数 集 妈妈 pw， 直 上 有 定 久 的 画 数 。 可 也 证 
朋 算 子 豆 ( 广 四 是 线性 的 。 
事实 上 


» OD = 


H(of + 9;%) = SD (1 + by (be) Yio) 


=0 SF Cw) 5 DD ph) ww) 
aH(fin) +bH (gp; o) 
定义 3 如果 对 于 每 一 正 画 数 /的 及 6E 吾 线性 算 子 
五 (六 加 满足 条 件 ， 瑟 ( 户 四 关山 则 称 工 (四 为 集 吾 上 的 二 
性 正 算 子 。 
显然 ,对 于 每 一 固定 的 值 %, 线性 算 子 工 (六 %) 成 为 线性 
活 函 数 .因此 , 如 果 对 于 集 吾 中 每 一 固定 的 值 =, 然 性 泛 函 数 
均 是 正 的 , 则 线性 算 子 工 (f; 切 在 集 吾 于是 正 的 。 例如 , 当 
二 (2) Cb 一 2,.…, 凤 在 加 上 为 正 函数 时 , 算 子 


Lf; WD = DY fl) me) 


为 集 召 上 的 线性 正 算 子 。 又 如 , 阁 p(s, 友 对 集 加 中 每 一 因 
定 的 “在 区 间 [a, 如 上 关于 :+ 为 连续 的 正 锋 数 , 则 算 子 
LD -| po, DF Ot 
在 集 至 上 是 正 的 。 
还 须 指 出 的 是 , 在 线性 算 子 工 ( 方 共 中 , 变 元 了 的 变 元 与 
4 不 疗 , 2 2%) 一 荆 ( 了 的; w) 。 在 计算 算 子 五 ( 方 办 的 值 时 
我 们 将 = 当 作 常 数 (但 为 集 刀 中 任意 的 ) 因此 等 式 
LO (0)3 9) =f (0) LC; 2) 
成 立 ,这 是 由 于 了 (4) 为 常数 (与 $ 无 关 )。 
现在 我 们 来 研究 线性 正 算 子 序列 Lo(f; 内 在 区 间 [w 可 
上 一 致 收敛 于 函 雪 7(e) 的 条 件 。 这 里 的 Fe) 是 [2, 可 上 的 
连续 函数 , 并且 在 整个 实 轴 上 有 界 。 如 在 渤 西 数 情 形 一 衬 , 我 
们 将 证 明 ,序列 (fs @) 在 [2, 相 上 上 一 致 收 化 于 为 (内 一 咏 人 
' 106 ， 


= 1, 2) 蕴含 序 列 Lf 9) 一 致 收 化 于 了 (lw) {如果 了 (tw) 满 
是 上 面 指出 的 条 件 )。 

下 面 将 引进 这 一 论断 的 一 种 证 法 ， 它 是 以 闭 区 间 上 的 连 
续 函 数 必 一 致 连续 这 个 事实 为 基础 的 。 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 1 若 函 数 产 o) 在 区 间 [e， 林 上 连续 ， 在 点 吉 为 右 
连续 ， 在 点 < 为 左 连续 ， 则 对 se>>0, 有 5>0, 使 得 当 eg- 一 好 | 
<3，a<saw<s5 时, 便 成 立 沁 不 等 式 

{fF OD 一 站 |<s。 


【证 】 令 & ‘>0。 据 耳 数 了 (ew9) 诺 区 和 间 ga 专 z 志 5 上 的 


一 致 连续 性 可 以 求 出 这 样 的 全 汪 0, 使 担当 1|y 一 | 之 By 所 多， 
zy 到 已 时 有 不 等 式 

| 的 一 Fr)| <s (2.3) 
由 于 西数 了 (ww) 在 点 4 连续 ( 左 连 续 是 假定 的 , 而 右 连 续 唱 是 
依 郴 数 在 闭 区 间 [e, 中 上 的 连续 性 得 知 )， 认 以 对 s >0 有 
省 >0, 使 得 当 19 一 zl <5s 时 


fF WD -f(D) | <e', (2.3) 
同 再 有 6,>0, 使 得 当 |y 一 5| <5s 时 
If (9) —f (CB)! <e’o (2.4) 


今 取 8 一 min(8., 6s, 59) 并 往 证 , 当 |y 一 s| <5, a<e<b 
于 有 
(fF) 一 Fo) 28 一 6o 
澡 实 工 , 若 @ 与 4 均 属 于 区 癌 [e, 妇 , 则 后 面 的 不 等 式 由 (3. 约 
”9 这 个 引 | 理 与 用 区 间 [a, 三 上 过 续 函 数 的 - 狼 连 续 性 定理 的 区 别 是 ,后 者 假 
定 上 与 # 均 属于 区 介 [a, 到 (函数 只 在 这 区 则 上 定义), 但 在 寺 理 中 则 瀑 定 


了 5 属于 这 个 区 间 , 而 4 则 越 到 这 个 区 则 之 外 (人 丰 本 十 )， 挛 即 业 位 于 开 区 
间 a 一 5<y 二 8 十 # 之 中 。 


了 97 …- 


推 得 。 车 Yy<e (当然 必须 属于 区 间 [e， 妨 )， 则 47 一 oj 一 
jg 一 2] 十 |% 一 ga|, 且 由 于 |y 一 ws| <8, 所 以 |v 一 a| 一 3 |zw 一 al 
5。 现在 得 到 
[FD ~ | = | fF) fF) + f(D 一 | 
< —fe | tI) —f la) | 
依 i.8, 式 不 等 式 有 有 边 第 一 项 小 于 a 而 依 避 ,全 式 第 二 项 也 
小 于 s'。 从 而 
[fF 0) 一 Fo) | <28’=8o 

如 此 已 证 明 当 yy<# 时 引 理 为 真 ， 对 于 y>8 的 情形 可 以 同样 
地 证 明 。 


838. KoposkH 定理 

现在 我 们 给 出 线性 正 算 子 序列 的 收 敏 性 定理 。 

定理 8SAKopozpzaE， 1958) 设 线性 正 算 子 序列 本 ( 方 区 
福 足 条 件 ， 

(1 Tlliw) =1+on(w), 

(2 nl#; 2) =2+ Bo, (8) ， 

(3) nl = yn (8), 
其 中 ont)，Bslw)，Yn《2) 在 区 间 [gs, 81 上 一 发 收 合 于 登 ; 又 
设 茵 数 了 (有 界 且 在 区 间 [ae, 可 上 和 连续, 于 点 5 为 右 连 续 , 于 
上 后 6 为 左 连续 。 则 在 区 间 [a, 四 上 序列 (Ff; 允 一 致 收 合 于 
沙 数 (2%) 。 . 

【证 】 由 于 函数 了 (有 界 ( 一 站 < 之 了 (< 过 用)， 所 以 对 一 
切 % 与 + 均 成 立 不 等 式 . 

2M<fFD fF) aM, (3.1) 

其 次 ， 依 引 理工 对 于 s 半 0 有 5>0 使 得 ， 当 <<<e<st 

| 一 2 天 3 时 ,成 立 不 等 式 
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-sa<jG 一 Fo) <es (3 
假定 看 (的 一 让 一 四 2 为 区 间 fe， 村 .上 的 任意 一 点 , 且 一 
经 取 好 就 国定 了 ), 类似 于 定理 1 的 证 明 可 以 得 到 
NM yf fo) <et 2 的 。 (3.3 
由 此 再 依 算 子 L。( 放 4) 的 线性 与 音 油 住 得 到 (其 中 2 为 固定 
的 ,因而 了 (为 过 数 ) 


-一 呈 一 


一 67 人 Hi 四 一 天- 并 2) 
< rt) _z 由 to) 一 工大 各) —f 0) Ls (Tw) 
< eT (lw) + MM 工 ss; 2) o (383.4) 


现在 我 们 可 以 断定 , 生地 由 在 区 间 le 杂 . 上 一 致 收 谣 于 
零 。 事 实 .上 ,由 定理 的 条 件 与 算 子 Ln(jf; 四 的 线性 推出 
Ln th ©) = 2te tw) 
= Ta 各) — 20 Ln (BB) Fa Lr; w) 
二 人 二 Ys (2) 一 22(8 二 局 (0)) 十 2( 工 十 om (9) ) 
= yn C0) 一 208 C0) 十 Woo 人) = 6, CF), 
其 中 at 凤 在 区 间 [ee， 引 上 一 致 收 敏 于 零 。 
考虑 到 这 一 点 及 定理 中 第 一 个 条 件 ， 便 可 浙 讶 不等式 
《8.4) 右边 在 区 间 [ce， 匀 上 一 致 政 化 于 8， 而 左边 一 致 收 襄 于 
8 
据 些 可 以 求 出 这 样 的 央 标 VY,, 使得 当 %N,, or 
时 ,成 立 不 等 式 
~28< Lf; 0) — fe) ,tl; w) <28o 
最 后 , 依 s 的 芷 意 性 ,序列 
Lf; — fw) Ls (CT; w) 
在 区 间 [s, 外 上 一 致 收 仇 于 零 ， 从 而 再 使 定理 中 第 一 个 条 圳 
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便 可 断定 序列 瑟 ( 方 好 在 区 间 [e, 列 上 一 致 收 伍 于 Fo 。 

定理 生 (KopoBpEEH，1958) 设 线 性 正 算 子 序列 L,(f; 9) 
满足 条 件 : 

(LD) 也 (Ho 一 1 十 oo 人 op)， 

(2) Ltcogt 2) 一 08 于 十 局 4) ， 

【全 ) 元 Bim 志 和) 一 Sin 和 十 ofz) ， 
其 中 心 (8)， B09 与 Yal0) 在 区 间 [e, 到 上 一 致 收 伍 于 地 ! 又 
设 落 数 了 (如 有 界 且 具 有 周期 3, 在 区 间 [e,， 8] 上 连续 ,于 点 忆 
右 连 续 ， 王 点 & 左 连续 。 在 上 述 条 件 下 ， 痛 列 Pet 由 在 
[e, 如 上 上 一 致 收 黎 于 了 (we)。 

【证 】 对 于 函数 Cw)， 定 理 3 的 条 件 满足 ， 因 此 不 等 式 


人 8. 力 与 妇幼 正 确 。 其 中 第 一 个 适 于 一 切 w 与 4 的 值 而 第 二 ， 


个 受 以 下 条 件 约 东 ， 
a<web, |t—2)<6, 
对 固定 的 wes 专门 , 依 这 些 不 等 式 在 定理 中 我 们 曾 
TR 


一 后 一 


EM (FD Fm) < 人 § PD, 
"各 


(3 .5 


其 中 下 (有 一 Sina 2 a bh, ~ cot oo0, 
由 不 等 式 (3. 鲍 得 到 
2 
一 有 了; 如) 一 8 Ln th; 环 ) 
nt) Fe) Ta (lL; oa) 
< D+ 5 nC ao (3.6) 
sin 豆 ， 


*» 1i0, 


a 


但 是 汕 () 一 地 红 一 coswcost 一 sinwsin 肥 。 于 是 


了 ai 二) 
{Lat 2 一 08 二 asfcos 下 区 一 SPTefSn 夫 如) 上 


9 
于 位 十 of 四 — cow— oo0swbn(e) — ein’w — sinwyn ts)} 


一 言 {om (8) Bo) cose— Yel Osine} = Bre) 


其 中 3 四 于 区 间 [e, 困 上 一 致 收 合 于 零 。 恢 上 述 等 式 及 定 
理 条 件 可 以 推出 , 不 等 式 (3.6) 右 边 存 区 间 [&, 四 上 一 致 收 襄 
于 8, 而 左边 一 致 收 合 于 一 se。 办 此 有 六 ,使 得 当 %> 入 ,8 二 
¢&0 时 ,有 不 等 式 
—28< Lf 2) 一 站 人) wm) 280 
由 此 可 以 推出 
了 2) 一 了 EC 的 一 和 fg)， 
其 中 各 (四 在 区 间 [e, 昌 上 一 致 收 黎 于 零 。 从 而 并 恢 定 理 条 
件 得 到 
fw) — fe) — hv) 十 下 (加 {Ln (i; w) —1} 
=Mn C0) CD] 一 ng) , 
其 中 p59 在 区 间 [s, 四 上 一 致 收 全 于 零 , 于 是 序列 L,(J; 2) 
在 这 个 区 间 上 一 致 收 施 于 函数 站 (w) 。 
注 记 在 定理 3 与 定理 生 的 证 明 过 程 中 我 们 已 经 指明 ， 
如 果 序 列 L,(l; #8) 在 区 闻 [#4， 包 上 一 致 收 艇 于 1， 而 序 训 


(Ws (在 定理 3 中 症 失 一 (一夫 ， 在 定理 4 中 单 (一 
sin? 一 ) 在 这 区 间 上 一 致 收 仑 于 零 ， 那 么 这 些 定理 是 正 克 
的 。 
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验证 在 所 述 诸 定理 中 指出 的 这 两 个 条 件 , 而 非 三 个 条 忻 ， 
在 多 数 情 形 下 是 较 易 实现 的 , 

下 面 我 们 转向 研究 特殊 的 算 子 序列 的 一 致 妆 就 性 ,其 中 ， 
一 些 算 子 序列 是 我 们 在 二 ,三 两 章 中 曾经 使 用 过 的 。 

引 理 & 设 函 数 8(2) 满 足 条 人 性: 

(2 在 区 间 [ 一 六 01, ce>>0 上 连续 ， 

(2) wp(0})—1; 当 we vw EEF-0, oj, Oo) < 
着 令 


1 dn 及 IT.8) = pds, 0o<8<o， 
则 lim Se 1, 
BE】 我 J 有 
=| (aa 
= 六 rdotf ,pl dst aa 
=- 三 wrGDae+ prod 1,08), (8.7) 
出 于 沙 数 以 %) 洽 区 间 [ 一 60, 一 直上 连续 ,可 设 = max go) 
由 引 理 条 件 (2) 推出 gj 过 1, 同 理 go 一 max g (%) I 


令 9 二 906) 一 max {qs 2, 则 在 集 [ 一 o， 一 引 十 [8, oj 上 
画 数 9g() 满 足 不 等 式 
Ople) gq —g(8) <1, 
所 此 有 
o<|- 2 (dz 二 | ple) do glo—8) +e to—8) 一 200"。 


(8.8) 
Ti 


现在 估计 有 (3) 。 依 8 人 (在 点 4 一 0 处 的 连续 性 及 90 
一 二， 对 于 s 一 二 了 >0 有 六 >008< 习 使 得 , 当 |z| 二 各 时 ， 
有 


pole 
由 赎 再 依 函 数 gg (%) 的 正 性 ,得 到 
1, (8) -| pr Cdo>| grindv > (8.9) 
由 不 等 式 (3.B) 与 (3. 站 推出 
Tn 去) -209", 
把 这 些 不 等 式 各 部 分 除 以 了 ,5) 并 注意 不 等 式 (3 .9 ,得 到 


了 209" 全 
1- 上 -2 人 _ -1 上 -C_ 
< TH < <1+ D817 并 十 去 人 ) 。 


工 十 和 ~ 
可 全 一 9>9。 


《3.10) 


由于 了 >9 所 以 上 面 的 不 等 式 的 右边 趋 于 荆 , 如 此 便 证 明了 引 
更. 
”定理 设 函 数 w(g 满 足 引 理 2 的 条 件 且 


Ln 一 | gp Cw) Qiw, 
又 设 落 数 f(w) 在 区 间 [z, 好 上 连续 , 则 算 子 序列 . 
bfio) -| FOP (0<p—a<o) 


在 区 间 [a-+5, 五 一 5 起 > 有 上 一 致 收 爷 于 函数 了 to) 。 

【证 】 依 定理 4 的 注 记 ， 要 证 明定 再 只 须 验 明 ， 在 区 间 
[e656, 5 一 人 上 序列 LCD 四) 一 致 收 和 分 于 二 面 序列 五 ( 同 网 
一 致 收 合 于 零 , 此 处 由 (的 二 (一 ;3?。 


我 人 有 IG) -了 | (wat 


» 1ide 


令 z=i 一 %, 则 得 
1 hb—f# 
blo | oC) oe 
我 们 指出 ,ee 二 SAT<6 一 3, 故 
如 一 网 六 C 一 《一 6) 一 全 一 (ba) 28 o> 0, 
rE 
bb 一) 一 全 ， 
b—wed— (et 一 (一 四 一 和 <0 一 S<0o 
出 此 再 依 函 数 p(@) 的 正 性 有 


n=-| vos] pe) pb) I 


二 一 < 工人 pe) gas = Latl; ww) i, 


又 依 引 理 2, 上 述 量 后 的 不 等 式 的 左边 趋 于 1 因此 若 2 次 。， 
> + 一 8, 网 有 不 等 式 

i1—e<b ;一 2 一 1l0, 
这 就 验 明 了 序列 LC1; 区 在 区 间 [6 二 8,5 一 条 上 的 一 至 收敛 
性 。 和 莉 下 来 要 验 明 序列 工 ,Gh 鸣 ， 由 入 一 上 4 一 功 ?* 在 这 一 区 间 
上 一 至 收效 于 零 。 我 们 有 


0< Lp, 一 卫 - (topn(t— wat - 
-地 | pr C2) 


由 于 4 一 sw 关 一 60, 而 5 一 we 且 函 数 glw) 在 区 间 [ 一 o， d] 上 是 
. 正 的 ， 所 以 


0 ,Ch, < 元 | spn (2) ey 
-二 全 gr (et | 2p G+ | de 


"114'. 


-与 第 二 积分 号 下 民 拟 友 , 而 在 第 三 积分 号 下 sx。 导 


0< Tc; x) 
< {dt pa tv dre 
依 不 等 式 \3 .8) 得 到 
0 一 五 (由 网 < 二 了 Lo (817 


现在 设 e>0 及 吧 一 可 。 恢 引 理 2， 不 等 式 G@。 11) 右边 第 二 项 
有 极限 数 必 一 评 -， 而 依 不 等 式 (9. 10) , 第 一 项 趋 于 零 。 拓 而 成 - 
立 不 等 式 

OL, Cp 人 < 
如 果品 生育 ,，a 夺 zw 志 8。 从 而 推 得 ,序列 (由; 攻 在 区 间 w 委 加 
a 上 一 致 收 误 于 有 零 ， 定理 得 证 。 


8$ 4. 一 些 著名 的 线性 正 算 子 

在 下 近 论 中 ,许多 重要 的 线性 方法 都 是 由 线性 正 算 于 序 
列 给 出 的 。 于 此 , 我 们 列举 一 些 熟 知 的 例 于 (其 中 一 些 , 在 前 
面 几 章 中 已 经 遇见 过 )。 


4,1 Woeierstrage 算 子 


这 个 算 子 是 Weierstrass 在 1885 年 证 明 Weieretrass 第 
一 迁 近 定理 时 引进 的 。 设 FEC[e 时 ,不 失 一 般 性 ， 我 
们 可 以 认为 了 在 整个 实 轴 上 上 连续。 更 在 令 呈 一 2 一 人 
5 一 5 十 3 3>0 及 


Wf; © =) Fore, 


其 中 1 一 | ods, 0= hu— G1 
显然 , 到,(Ff; 多 是 线性 正 算 子 , 它 人 也 就 是 Weierstrass 算 村 。 

现在 我 们 证 明 , 算 子 序列 下 (Fi 起 在 区 间 < 天 Vs 上 一 
致 收 合 于 范 数 (wvw)。 囊 实 上 , 这 嵌 算 子 是 定理 6 中 所 考察 的 
算 子 的 特例 ， 已 本 了 定理 5 中 令 

PO 一 有 本， 一 0 和， 信人 一 上) 一 

而 得 到 。 册 于 函数 (多 一 * ”满足 定理 后 药 条 件 (p(w) 在 区 
间 一 cw<e 上 连续 ，0(0) =I 0<p(w2) <<1 ww 记 人 ,所 以 依 
定理 5, 算 子 序列 邢 ,(f; ;在 区 间 [ez 十 3 一 人 一 Lo 上 . 
一 致 收 合 于 (vw) 。 


和 44,2 Landau 算 子 


这 个 算 子 是 Landau 在 1908 年 给 出 Weierstrass 第 一 天 
近 定 理 的 另 一 证 明 时 引进 的 。 设 阔 数 Fo) 在 整个 实 轴 圭 连 
纺 ,fi 二 让 一 襄 ， 一 站 十 总 全 >> 心 。 令 


BD {TN } a, 


其 中 = Bi— er, 1) (2 ) a 


算 于 五 ( 方 四 即 Landan 算 子 。 进 一 步 还 容易 证 明 La(f; 四 
为 多 项 式 。 事实 上 , 将 工 .(fi 办 的 积分 者 达 式 中 含 子 花 括 弧 
的 项 ( 亦 即 {-} 仿 展开 再 对 ! 积分 , 即 可 看 出 环 ( 方 四 为 关于 
ww 的 2n 次 多 项 式 。Landan 算 子 也 是 定理 5 中 所 考虑 的 算 子 


的 特例 , 旦 可 从 那里 令 p (内 到 


乞 ,一 o<w<o 而 得 到 。 册 
于 函数 9 Co) 一 全 二 全 满足 条 件 ，g(0) 一 1，0<p(0) < 之 
cx0, 所 以 依 定 迎 蕊 Landan 算 子 序列 在 区 间 [ai 十 2 下 一 可 
过 各 2 


= [a, b] 上 一 致 收 仑 于 函数 fw)。 亦 即 , 对 任 给 的 #8>0, 有 
入 ,使 得 当 2 站 ,时 , 恒 有 

fw fins (和 5 有 
又 因为 上 (ff，s9) 为 过 项 式 ， 因 此 实际 上 我 们 己 经 证 明了 
Weierstrass 第 一 定理 。 


44. 当 eprameifr 算 子 


这 个 算 子 是 Hepaameta 在 1913 洗 为 了 区 出 Weierstrass 

第 一 逼近 定理 揭 另 一 证 明 而 引进 的 (参阅 第 二 章 $T。 售 
Bf = DF (SF ) oozG4 一 办" 

出 BCf; 的 是 线性 算 子 。 又 当 wE [0, 0] 时, ow*(1 一 0"-* 为 

正 ， 故 当 wE [0， 妇 时 ，B。(f; 四 为 线性 正 算 了 于 。 我 们 称 

了,( 方 人 为 Bepamrelir 算 子 。 

我 们 再 一 次 来 证 明 , 车 西数 让 (w) 在 区 间 [0, 全 上 和 续 , 则 
序列 BA 区 在 这 区 间 上 一 致 收 伍 于 joy 。 依 定理 3, 为 要 
证 明 这 一 论断 ,只 须 验 明 对 于 三 个 画 数 疡 ( 具 一 本 天 一 0 1, 2 
中 的 每 一 个 ,序列 Bu 内 都 一 致 收 化 于 所 (w) (在 定理 8 中 
假设 了 函数 在 点 5 右 连续 ， 在 点 a 左 连 续 。 可 是 Bepmmreiin 
算 子 不 依赖 于 函数 F (及 在 区 间 [0, 匡 外 的 性 质 ， 这 是 由 于 车 


0<hen, 则 0< 半 <I， 因 而 这 里 毋须 作 所 指 的 补充 假定 )。 
事实 上 , 利用 恒等式 (z 十 机 "一 辣 oosp 立刻 得 到 

B,(1, 0) = Doers (@+1—w)"—1, 
次 之 ， 


BB 一 识 信 o-0)" (lo) 


”= kl 
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但 是 由 于 


kk nD) ht) 
+ 


i Eh—1y..-1 
Cm E 十 1) 1 
. pi cb 
所 以 
B.D Soo) 
Pp Gk-lot—i(1 — wp) 1) 
关 己 
一 纱 ( 直 十 一季) "了 一 儿 。 
最 后 
Blt%, 0) ~ 人 kl) 阅 和 -io 人 一 的 "下 
-2 Clo) 
rl 时 


元 名 tims (1 WD) 
i 1 2 一 
一 一 Sa (1 —w) 


1 wsT Ri 一 
一 - 1—m)"* 
十 “oe Iw ) 


+l) 
i b— 2 

于 是 , 我 们 已 证 实 了 BCs 四 一 致 收 敦 于 所 (二 的 ,有 =0， 
1, 2。 志 以 依 定 理 3 当 函 烙 f(D) 在 了 9, 翌 上 连续 时 , 序列 
已 (ff; 四 将 在 区 闻 人 霜 上 一 致 收 印 于 fiw)。 和 由 于 Bl; 动 
为 多项式 , 所 以 当 区 间 [&, 匀 与 [0, i 重合 时 , 实际 上 我 们 已 
经 证 明了 Weierstrass 定理 。 至 此 , 再 利用 线性 变换 , 我 们 已 
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径 容 易 将 Wejerstrass 定理 推广 到 任意 区 间 [x, 村。 


4.4 Jackson 工 子 
令 亚 , 表 Jackson 核 


.1 | 
8 3 
如 四 | , 有 ) 
分 


得 油 卷 积 公式 给 出 的 算 子 
Tao fa] fry oy 
是 从 Og 到 Tn_a 的 正 算 子 ， 这 可 以 出 核 的 非 负 性 推出 。 泊 
于 Jackson 算 子 序列 的 收 仇 性 请 参 捕 第 三 章 的 Jaokson 定 
理 。 . 
其 它 的 线性 正 算 子 (例如 , Fej6r 算 子 , Vallée-Poussin 算 
子 ,KaropeBas 算 子 ,等 等 ) ,下 以 从 第 三 章 的 避 题 中 找到 。 


第 四 于 习题 
1， 试 证 ,者 了 (在 区 间 [9, JJ 上 有 界 可 税 并 在 点 2= 工 连续 , 则 共 
销 数 序列 
I mn) fm de 


收 笋 于 FCD。 
2. 是 1 中 的 泛 函 数 序 列 将 收 仑 于 了 1 一 0) 一 lim 7(z》, 如果 函 数 


了 lz) 在 区 渭 [0, 世上 有 界 可 各 ,并且 和 函数 在 点 2~1 的 左 极限 存在 。 
3. 斌 证 , 话 函 数 序 列 


PO) = 2 | fp (ear, 


党 ， 三 


其 中 Po-{a sz>l 


* 1 ¢ 


- 收 全 于 7CD), 如 果 阔 数 .7( 四 在 点 2= 工 连续 且 是 一 致 有 界 的 话 。 
4， 试 证 , 著 函 数 /az 在 区 间 [0, 叫 ,as> 册 于 连 续 , 在 4 一 % 为 右 媚 
续 六 在 实 轴 上 有 界 , 则 算 子 序列 
Blf, D= BF (Es), 
ko A he 
ED 
罕 这 区 间 上 一 致 收 敏 于 .F(e) (B, &. BackasoB) 。 
5. 试 证 , 算 子 序列 
MA oD) (EE) we™ 
在 区 间 [0，o] 上 一 致 收 仇 于 满足 前 题 条 件 的 函数 C2) CF, MM 


Murargba), 

6， 试 证 , BepamTeitd 多 项 式 及 其 关于 它们 的 序列 的 一 至 收 货 性 定 
理 可 由 工 题 得 出 。 

7。 正 算 子 序列 


Lf = {VE Wea" (cr 
满足 下 列 条 件 ， 
Lo = SVE) ded 
2 =) Ohl) BC, TD) G0, 1, 2), 


洪 中 总 《区 为 Beprmureiia 算 子 。 依 定理 3, 只 要 了 (x) 在 区 间 [0, 刁 
于 连 妹 , 就 有 
fT (OurEl),o 


但 是 
Ln 0) 一 > {2 v2} onmCl — wm)e 
0 Bn ) 
问 错误 何在 ? 


8. 读 兰 容易 验证 , 对 于 线性 算 子 序列 
4 120 : 


0 


a hee Fb 关 


Lf oF + LD to) FO0) -D+ i, 
下 列 条 件 满 尼 ， 
Lntl; 1+ 
Lnt 右 必 ) -z+ 二 > 
Ltt 汪 ) 一 放 + 二 > 
游 了 Cw) 连续, 依 定理 3, 序 列 LCF; w) 在 生 何 区 间 上 一 至 收 谣 于 7Ce)s 可 
是 ，z (ein 守土 >o 友 sin 村 ze。 问 错误 何在 9 


se 工人 本 


第 五 章 平方 逼近 


在 这 一 章 ， 我 们 较 系 统 地 介绍 胖 方 通 近 的 理论 和 实用 油 
和 分 析 中 的 一 些 典 型 方法 。 


意 1; "最 小 二 箭 法 

利用 插值 方法 构造 近似 多项式 ， 总 是 要 求 这 个 多 项 式 在 
预先 给 定 的 若干 个 点 上 取 给 定 值 。 但 对 于 有 有 些 情 形 上 述 要 求 
并 不 十 分 适宜 ,因为 给 定 值 和 多数 是 通过 观测 或 实验 得 到 的 , 它 
们 常常 带 有 误差 。 即使 给 定 值 是 精确 的 , 实际 问题 对 各 点 的 
近似 程度 要 求 也 并 不 一 致 ， 许 多 时 候 是 紧 求 在 确定 意义 下 的 
整体 近似 。 当然 ,在 个 别 数据 或 实验 有 严重 错误 的 情况 下 坚 
持 近 似 儿 项 式 精 确 符 合 这 些 数据 或 实验 是 更 为 不 利 欧 。 

在 一 莪 通 近 中 , 我 们 是 用 数量 


lIP—A#l — max|P(w) 一 Fo (1.1) 


去 度量 近似 多 项 式 了 (Cw) 与 已 知 函数 了 (2) 的 逼近 程度 的 。 若 
有 PP 一 ff 一 0m>o0), 那 就 意味 着 序列 P,(%) 在 区 亲 [a, 困 上 
一 致 收敛 于 了 (w)。 显然 , 省 近 程度 的 度量 方式 并 不 是 唯一 的 。 
台 常 , 称 度量 (1.1) 汶 eGumres 度量 。 这 种 度量 很 直观 , 也 有 
它 的 长 处 ， 但 是 由 于 它 的 非 线 性 特征 使 得 最 佳 一 致 逼近 款项 
式 的 构造 问题 显得 十 分 困难 。 

鉴于 上 上述 情 况 ,有 必要 引进 新 的 度量 方式 。 本 章 就 是 讨 
论 在 乎 方 度量 意义 下 函数 的 近似 表示 问题 ， 亦 即 近 似 狗 项 式 
的 构造 问题 。 
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在 这 一 节 , 先 来 介绍 历史 悠久 的 嫩 小 二 来 法 , 它 起源 于 以 
测量 和 观测 为 基础 的 无 文学 。Gauas 在 1784 年 利用 最 小 二 
乘法 解决 了 多 余 观测 问题 ， 当 时 他 只 有 十 七 岁 。 这 类 问题 可 
以 用 下 面 的 简单 例子 加 以 描述 。 - 

假定 通过 观测 《或 实验 ) 得 到 如 下 一 组 数据 ( 即 列 吕 区 


我 位 的 任务 是 用 一 简单 的 式 子 卖 出 这 些 数 据 间 的 关系 。 从 和 苍 
析 数 据 看 出 (可 画图 ), 这 些 点 差不多 分 布 在 一 条 直线 上 , 因此 
我 们 自然 想到 用 线性 式 yg 十 bw 表示 它们 之 间 的 关系 。 这 
样 就 必须 定 出 参数 & 和 8 的 值 来 。 这 实际 上 是 多 余 观 测 问 
题 ， 用 插值 法 不 能 确定 出 “ 和 ? 的 值 。 待 定 参 数 的 确定 归结 
为 矛盾 方程 给 的 求解 问题 。 
假定 有 基 方 法 可 以 定 出 & 和 5, 则 按 y=a 十 by， 给 由 一 个 
作 便 可 以 算出 一 个 y。 我 们 记 
yr—at bo (k=l, -…, 8)。 
ys 称 为 名 的 估计 值 ， 星 然 它们 不 会 是 完全 相同 的 ， 它 人 科 之 加 
的 差 ( 道 常 称 为 茂 益 》 
Srpe— ge (FE=1, ', 8) 
无 疑 是 衡量 被 确定 的 参数 4 和 下 也 就 是 近似 密 项 式 #=e 十 
Bw) 好 十 的 重要 标志 。 
可 以 规定 许多 原则 来 确定 参数 e， 3。 倒 如 ， 
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(1 参数 的 确定 ， 将 使 残 差 物 对 值 中 最 大 的 一 个 达到 最 
处 , 即 了 一 max|ex| 为 最 小 ; 
(2) 参数 的 确定 ， 将 使 残 差 绝对 值 之 和 枯 到 最 小 ， 地 


有 1ax| 为 最 小 
愉 ) 参数 的 确定 ， 将 司 残 关 的 平方 和 达到 最 小 ， pS ek 
为 最 小 。 


(DD 和 (3) 两 个 原则 是 很 直观 的 ， 也 很 理想 , 但 很 不 好 用 ; 
而 原则 (3) 奴 很 直观 又 很 好 用 。 按 不 则 (名 确定 待定 参数 ， 从 
而 得 到 近似 多 项 式 的 方法 , 就 是 通常 所 说 的 车 小 二 乘法 。 这 
一 方法 的 理论 根据 是 , 概率 理论 已 证 明 , 只 有 这 样 的 原则 才能 
使 得 观测 (或 实验 ) 的 偶然 误差 对 于 所 作 的 近似 多 项 式 有 最 小 
的 影响 。 

加 到 我 们 所 提出 的 问题 上 来 ， 我 们 用 最 小 二 丑 法 确定 参 
数 a.5。 按 最 小 二 敢 法 , 应 使 


Slo, =D(y— (atbe))’ 
取 最 小 值 。 因 此 , 应 有 
Se 2 Sw (s+ 6%)) =D, 
2 Sm (CE 十 Bo) 全 一 个。 
出 此 , 得 到 如 下 线性 方程 组 ; 
a Dy 
a Pat Dogo 
经 简单 计算 , 这 个 方程 组 成 为 
1 124 ， 四 


{ 8 十 2865 一 工 .2 
28a 十 1408 一 47 .83。 
解 之 可 得 a 一 +.142，85 一 0.110， 从 而 得 近似 多 项 式 Pi{w) - 
1 .1142+0.,110%, 

现在 , 我 们 转 入 讨论 更 为 一 般 的 情形 。 设 已 知 列表 西数 
Yi 一 01,…, ”mm), 并 且 我 们 想 用 一 个 通常 的 nn(< 之 mm) 


次 索 项 式 
Pl) = qo aw 二 nd (1 .2 


去 近似 它 。 问 题 是 应 该 如 何 选 择 so gi,", 使 得 了,(w) 
能 较 好 地 近似 列表 函数 .f(z)。 按 最 小 二 乘法 , 我 们 应 该 选择 
那样 的 Cos ls "**, ny 它们 使 得 


Baw, ao 0, es) = Ef lo) 一 PoD) (1.8) 


取 最 小 值 。 我 们 注意 到 8 是 非 负 的 , 上 且 是 ao eu …，@wn 的 二 
次 多 项 式 , 它 必 有 最 小 值 。 现 在 我 们 求 3 对 ceo ws， %p mu 的 
以 导数 并 令 其 等 于 等 , 得 到 


am 0 b=0, 1, eo, nn)e 
进一步 , 可 以 将 它们 写成 
和 + mh | nt 
人 包公 十 村 它 ak+1 十 二 
{EF=0, 1, se 1 )o 


引进 记号 一 2 和 地 -这 9 
册 上 述 方程 红 成 为 
sno 十 人 i 十 :十 Bn 一 
ET oS "十 410n ny (1. 4) 


snGo 十 aa "二 | BontTn — ne 
才 i165 晶 


它 的 系数 行列 式 是 


BS on 
由 si 位 = 0， 1，…，2n) 的 定义 及 行列 式 性 质 , 可 以 断言 
Kur 全 人) (1.8) 
此 处 符号 到 表 Vandermonde 行列 式 ,而 并 是 对 所 有 可 能 的 
6&6 一 0, 二 …， nn) 求 和 (每 个 名 可 以 取 值 oo, m4，…, wn, 并 
且 当 jj 了 时 才 E7)， 
由 生 .后 式 及 Vandermonds 行列 式 的 持 质 ( 指 和 Wiwo， 


pi, ~ pi) = 也 Ce ai)) 可 知 , 当 mo， ti，…， mn 互 异 时 


1 1 ，… 1 


Go 
Woéo, bi, Er) |e EB 0 | 


曙 呈 妆 响 虽 虽 有 此 此 晤 下 小 晤 证 电 此 汪 出 


从 而 ， 革 nti 天 0( 六 中， 方 牺 组 民 . 和 有 唯一 解 a0, a Gn 
它们 使 得 红 . 扫 取 极 小 值 。 如 此 , 我 们 应 用 最 小 二 乘法 找到 了 
Fo 的 近似 密 项 式 P(t) 。 

在 利用 最 小 二 乘法 组 成 和 式 (1 .人 1 时， 所 有 的 点 各 都 起 
着 同样 的 作用 , 但 是 有 时 依据 某 种 理由 认为 也 中 的 基 些 项 的 
作用 大 些 , 而 另外 一 些 作 用 小 些 { 例 如 , 一 些 y 是 由 精度 较 高 
的 仪器 或 操作 上 比较 熟练 的 人 员 获 得 的 ， 自 然 应 该 予以 较 大 
的 信任 ), 这 在 数学 上 表现 为 用 和 
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Fplf lo0) ~ Pawo)) (1.6) 


将 代 和 (1.3) 取 最 小 值 。 此 处 pr 是 任意 的 正 数 ， 通 常 称 之 为 
权 站 ;而 称 己 .6) 为 加 权 和 。 
例 1 设 已 知 函 数 je 的 表 列 值 为 


试 按 最 小 二 乘法 构造 jg 的 二 次 近似 密 项 式 。 
【 解 】 经 简单 计算 可 得 关于 参数 ao m1 和 6s 的 方程 组 

‘参阅 下 面 的 第 一 个 表 )， | 
Bao 3.25001 -+2.65086a— 9 .0942, 

3.250a0+ 2.,5080:+2.0900, =7.185, 
3.503euo 十 2.090ci 十 1.826c =65.857。 

解 之 , 得 四 =0.928, ai=0.751 go 一 1.086。 故 
Ptw) =0.92827 40.751s+1.086。 


0 Tl 2 En Tt oy ty oy 
1 科 ,分 站 .Cd .0008 0 002 1 .221 站. 和 0 .O49 
1 LI .2 们 ,125 | 1 .849 全. 肛 吕 和 0 .41i2 
1 全 .7 心 .4 心 .843 Lh | IE 1.410 .997 
1 心 .25 D0. 723 个 ,让 1 年 0 .522 2.840 1.989 1 .B90 
1 1 下 1 1 全. 了 18 .718 2.718 
机 了 pe 1 .2 二 ,时 生 侣 .1835 5 .857 


i | 


4 祝 肖 使 入 ps 满足 oil, 这 应该 是 好 还 解 的 ， 
+ 和 7 


下 表 给 出 了 了 (2) 在 绍 太 处 的 误差 。 


时 


用 多项式 Paste) 一 2 十 ciz 十 二 cao 下 近似 一 个 给 定 的 
列表 函数 ( 即 给 出 的 一 组 观测 值 丸 一 fw0)) 时 ， 需 要 确定 的 参 
数 是 0, 而 ;awn 而 了 (可 以 看 成 是 co，gz，…，cn 的 线 
性 函数 。 但 是 有 时 在 利用 观测 (或 实验 ) 数 据 去 确定 一 个 经 验 
公式 时 ， 往 往 要 确定 的 函数 和 待定 参数 之 间 不 具有 线性 形式 
的 关系 。 这 样 问题 就 变 得 有 些 复杂 。 然而 , 常常 可 以 通过 变 
重 替 换 使 其 线性 化 。 例 如 ; 

( i) 有时, 我们 希望 用 如 下 类 型 的 函数 ， 

8 一 见得 【1L .7》 
去 近 亿 一 个 由 一 组 观测 数据 (列表 ) 记 描绘 的 函数 ， 其 中 如 和 
9 是 待定 的 两 个 参数 。 显 然 8 已 非 jp 和 #4 的 线性 函数 。 怎样 
线性 化 呢 ? 为 此 , 我 们 在 以 .人 n 式 两 端 取 对 数 , 得 到 

logs= log p+g log t, 
记 logs—y, logp=&0, 4 一 w=10g4, 则 红 , 门 式 变 成 
于 二 十 1 由。 
这 蚌 一 个 一 次 多 项 式 ， 它 的 系数 se 和 oi 可 以 用 晤 小 二 采 潜 
求 得 。 
(六 ) 我 们 还 经 常 希望 用 函数 
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S— 4ec 四 (1.8) 
去 近 亿 一 个 已 给 定 的 列表 函数 , 其 中 4, C 是 待定 的 参数 。 这 
时 , 我 们 可 以 在 ( 民 , 刀 的 两 端 取 对 数 ， 
logS = log A++Ot, 
记 logS=y, log 站 一 加， OA, 3 一 则 疆 .8 式 变 成 
y= 0 
这 样 , 仍 可 用 最 小 二 乘法 定 出 go, ext 从 而 也 就 定 出 了 4, 口 )， 
得 到 近似 函数 8 一 4ect。 
例 &2 设 已 知 如 下 一 组 实验 数据 . 
t=22.2 2.7 3.5 4,1 
二 5 60 B63 50 
试 求 一 个 人 4.7) 型 的 务 数 去 近似 它 。 
【人 解 】 计算 以 紧凑 的 形式 未 未 如 下 ， 
ko ==logt 现 d= lag ty 
1 0.8494 0.1172 1.8129 0.6207 
1 0.4314 0.1861 1 .97 多 0.7671 
1 
1 


,5441 让 .2 的 1.7248 .9882 
D0,8128 .3755 1.6990 1 .04i11 


< 1.9397 ,9748 了 .D1 8.8671 | 
Sp SN1 Bs Wp | 
由 此 得 方程 组 
4ao 十 1.9307al ~7 .0144, 
1.9307a0+ 0.9748a1 = 3.3671。 
解 之 得 go 二 lorr p 一 1.963, p 二 91.9, 9 一 0 一 一 0.434, 从 而 
= 91.,9 4 


B 2. 空间 Ls, 
设 蕊 车 一 列 珊 图 数 员 一 (ws) 二 人 D， 1, "+, 和 bY o 汐 了 构 
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造 一 个 %( 达 "nm) 次 多项式 PCz) 近似 地 代表 范 数 Fo， 按 最 
小 二 乘法 应 使 和 


如 = PPro) 一 Fe) 


取 最 小 值 。 这 相当 于 用 铺 点 有 人 二 0， …， ?9) 约 东 Ps(%)， 
看 Ps 8) 近似 列 表 梢 数 .fw) 的 鹅 度 如 何 , 也 只 是 看 在 这 到 十 1 
个 结 挟 上 的 情况 ‘ 羡 即 平方 偏差 (P,(20) 一 A820)) 多 。 有 时 也 
需要 考虑 在 全 区 间 [4， 四 上 构造 函数 ftw) 的 近似 多 项 式 
Pw), 此 时 自然 应 以 积分 


| Ps -fC ya 
代 管 和 三 取 最 小 值 。 实 际 上 , 在 数值 分析 中 的 确 常 党 以 数量 
IP-A1=| (Pl) —/ (0))? a 


来 度量 函数 也 (o) 与 Fo) 的 接近 程度 。 

只 要 回想 一 下 a 维 欧 氏 空间 中 的 两 点 距离 公式 ， 就 知道 
上 述 的 数量 可 以 类 似 地 理解 为 函数 空间 中 的 元 素 Po) 与 
f(w) 两 者 间 的 距离 。 而 当 | P, 一 站 ->0(n_>co) 时 , 也 就 可 把 
P, (2) 理解 为 按照 上 述 的 平方 度量 收 僵 于 了 (2), 记 作 

P(e) -一 Fo)， ww->o0, 
可知 ,在 实 变 函 数论 中 讨论 2 空间 理论 时 ， 我 们 正 是 这 样 来 
理解 一 个 叙 列 的 收 化 (或 极限 ) 概 念 的 。 

为 了 实用 上 的 需要 ， 我 们 还 有 必要 进一步 去 扩充 上 述 的 
观点 。 设 plw) 是 一 个 在 区 间 [a, 也 上 (Ly 可 积 的 非 负 函数 ， 
它 于 多 只 在 一 个 轴 度 为 和 的 集合 上 可 能 等 于 堆 。 以 后 我 们 惫 
把 pko 称 汐 权 函数 。 

对 于 任意 一 个 定义 在 苞 间 [ec， 2 上 的 可 测 兽 数 Fo， 如 
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时 po 为 ( 妃 可 积 ， 则 就 说 Ka) 属于 忆 [o, 总 类 ; 如 果 
po) (f(g))* 为 (可 积 , 则 说 了 8) 属于 好 [w 习 类 。 
由 不 等 式 
pO 1 <p tf 


可 以 着 出 ,及 中 的 函数 都 在 工 ,内 ( 即 下 CL,)。 又 由 不 等 
式 
ACACONE (0 + le) 


可 知 工 ; 中 每 两 个 证 数 之 积 伍 属 于 工 ,。 
现在 介绍 一 下 范 数 的 概念 。 对 于 到 中 的 每 一 个 函数 
fo 我们 都 赋予 一 个 数值 


I=¥ .ole) EFC) dg ， 


并 称 它 为 了 的 广义 绝对 值 或 范 数 。 出 此 
UL 中 -VC -go)]a 
便 给 出 了 两 个 郴 数 / 与 9 之 问 的 外 高 或 缕 近 得 度 的 度量 。 所 
调 圭 方 适 近 正 是 按 大 这 种 度量 方式 来 规定 其 远近 概念 的 。 
下 面 关于 范 数 的 三 条 基本 性 质 是 容易 验证 的 ， 
1 Mi>0, 并且 当 县 仅 当 0 时 1 
jef| 一 jej "yj 。 为 一 任意 常数 
+g <it hol, 
客 米 只 及 3 是 需要 仔细 验证 和 的。 事实 上 ,在 ByEaKonckn 


不 等 式 
J era (om 
的 商 边 汇 以 2 并 各 加 上 
.4184 : 


pf? dw+t | pF Go 
得 到 五 到 每 下 和 | 
eczropaes(( aoPso) +(| prrar) ) 。 
再 将 上 式 两 边 各 自 开 平方 ， 就 恰好 得 到 了 性 质 3 中 的 不 等 
式 。 
利用 沙 库 分 析 的 术语 来 详 若是 一 个 函数 类 中 的 元 素 ( 消 
数 )， 按 某 种 方式 赋予 范 数 的 概念 之 后 , 而 范 数 恰好 具有 性 质 
1, 2 和 3, 那么 就 说 该 函数 类 构成 了 一 个 赋 范 空间 。 如 此 看 
来 , 函数 类 也 对 于 上 面 记 规定 的 范 数 来 说 怡 好 构成 一 个 斌 范 
空间 , 不 妨 仍 用 廉 记号 下 来 表示 这 个 空间 ， 间 时 也 还 不 纺 把 
其 中 的 记 有 元 素 ( 杉 数 ) 称 之 为 该 空间 的 点 。 
读者 还 不 难 自行 验证 , 当 [e, 史上 一 切 连续 函数 Fo) (多 
项 式 自 然 包括 在 内 ) 婴 以 范 数 1 有 | 一 max|7(w) | 之 后 , 恰好 构 
成 一 个 颈 范 空间 。 原 困 是 性 质 二 2 3 都 是 一 一 具备 的 。 
下 面 ， 我 位 来 介绍 一 下 焉 离 空 间 的 一 般 概 念 。 假设 如 是 
任意 性 质 的 元 素 z gy, x， … 的 集合 。 如 果 对 应 于 访 中 每 一 对 
元 素 4 和 4 都 有 一 个 具有 如 下 性质 的 实数 dl%, 用 )， 
1° gd(lw, 的 世 0 并 且 当 上 且 仅 当 e=y 时 dm 的 = 
2° dlw, ~—d{y, »); 
8° d(w, 人 Qlw, 六) 十 dly, 有 (所 亩 三 前 不 等 式 )， 
那 末 集 合 S 便 叫 作 “让 离 空间 ”而 dlw, 四) 称 为 元 素 2 与 9 间 
的 下 离 。 
就 2 空间 来 看 , 如 果 令 
df, =|f~9), 
则 条 人 性 1° 与 3° 被 满足 是 十 分 明显 的 。 至 于 条 件 8°, 显然 相 
当 于 
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人 一 丰 鹤 久 一 外 十 T7 一 丙 ， 
其 中 了 fg, 记 均 属于 天 。 册 于 了 一 8 一 (一 及 十 上 一 由 ， 记 以 
这 个 不 等 式 实际 是 可 以 从 范 数 性 质 8 推 导出 来 的 。 因此 , 
又 作成 一 个 距离 空间 。 . 
仿 王 空 间 的 理论 ， 我 们 也 可 对 天 中 的 元 素 氢 列 户 ， 
fs …， jn，-… 引进 平均 收 化 性 概念 。 假如 lim i fF =0, 


则 称 狂 列 nl) 平均 收 但 于 了 Co)， 记 作 所 (@) 一 > Co) 


(n>co)。 完 全 类 似 地 , 假如 

fmf 0 Cn, n>00), 
风 称 {7s 为 5 中 的 基本 几 列 。 还 可 以 证 明 ， 3 空间 理论 中 
的 Fischer 定理 在 此 仍然 成 立 。 亦 即 , 此 瑟 中 的 基本 叙 列 必 
有 极 浪 且 极 浪 隆 数 仍 在 z 中 (这 也 就 是 关于 下 空间 的 完备 
性 定理 )。 


8 3。 直 交 函 数 系 与 广义 ourier 级 数 
设 p(w) 为 定义 在 闭 区 间 fw, 丰 上 的 权 函 数 。 如 果 函 数 
(四 与 yo) 满足 条 件 ， 


| ,pW ya) d=0, 


则 说 函数 了 与 9 在 [e, 人 上 关于 权 函 数 p(w?) 是 直 交 的 。 又 如 
果 画 数 系 统 
多 底 络 )， 多 区 ) oo, RCP), ee 
中 的 每 一 对 函数 在 区 间 [le， 如 上 关于 权 画 数 p(w) 均 为 直 实 ， 
则 称 该 系统 为 [wx, 寻 区 间 上 上 的 关于 权 函 数 p(g 的 直 交 函数 
系 。 特 别 , 若 pt9) 二 1 那 就 可 以 不 必 提 到 权 落 数 。 
让 我 们 在 这 里 列举 几 个 最 常见 的 直 交 画 数 系 。 


例 1 三 角 耳 数 系 
1, cosw, ain%, 082%, Hin 38，…， COSNE, Sn ng, 
是 定义 在 闲 区 他 [ 一 wm, mw] 上 的 直 交 沙 数 系 。 
例 & 余 束 函数 系 与 正 继 函数 系 
1, oo0g8w, O08 228, rr, COSNE, + 
Sin dN 2 + 
均 是 [0, wm] 上 的 直 交 函数 系 。 
例 3 Legendre 多 项 或 
POD) =r) PD)" 
(R=, 1, 2, «1) 
是 区 徊 [一 4, 如 上 的 直 奖 多项式 系 。 
例 各 etarrmeB 多 项 志和 (ww) 一 cog (naro cong) (n= 人 0, 
二 2, …) 是 区 间 [ 一 1 如 上 对 权 画 数 (1 一 0”) 习 面 言 的 坦 交 
系 。 
例 呈 考虑 Sturm-Liouville 型 微分 方程 和 夺 值 问题 : 
十 AD)8 一 0，Yo 一 9 一 0。 有 此 处 Po>0 是 定义 在 
bw, 站 土 的 连续 函数 ,请 为 数值 参数 。 除 去 笠 斤 解 9f) 0 
不 予 考虑 之 外 ， 凡 不 怪 等 于 零 的 解 yt2) 均 称 为 基本 函数 ， 而 
对 应 的 大 值 称 为 特 在 值 \ 注 意 并 韭 任何 太 值 者 对 应 有 基本 函 
数 )。 .根据 微分 方程 式 理论 , 上 述 边 值 问题 的 特征 值 总 是 存在 
的 , 而 且 除 常数 国 子 不 计 外 ,对 应 于 每 一 特征 值 都 共有 一 个 基 
本 函数 。 特征 什 可 以 由 小 而 大 的 排列 起 来 ， 因 而 对 应 的 基本 
函数 也 可 排 成 一 列 , 例如 : 
- Ai， 和 oa， Ma, . 
yp), al), Yalw), 0 
可 书证 明 ， 上 列 前 芒 本 函数 系 在 闭 区 闻 [s, 四 上 关于 权 p(w) 
-8384 - 


“EBD SF， 


是 直 交 系 。 
事实 上 , 假如 多 基态 刚 
ip =0, 入 十 和 PC 入 一 Do 
用 Ys, Yi 分 别 飞 第 一 ,第 二 式 , 表 相 减 则 得 


Mp) yt (yp — Ye) 一 0。 
两 边 积 分 及 得 
Oi—2) | po) yi dot Ly — ya? 0 
由 边界 条 件 及 为 乌 3 便 得 知 
| .pl yearde—0, 


证 毕 。 

下 面 着 重 介绍 广义 的 Fourier 展开 问题 。 设 tow 人 09)} 
你 一 I 2, 3 … 小 在 区 间 [e, 们 上 关于 权 应 数 pt2) 作 成 直 交 
阔 数 系 ， 其 中 每 一 个 wwCw) 均 不 几乎 处 处 等 于 零 且 均 在 空间 
下 中, 因而 


hs—| pl oo) de (bl, 3) 
都 是 有 限 正 数 。 特 别 , 若 44 一 工 Cb 一 I 2,…), 则 称 {cow(2)} 
为 标准 直 交 条 (显然 , 季 2| 总 是 标准 直 交 系 )。 
设 f(s) E 下 则 称 按 下 式 算出 的 常数 
mF| po)f (od (hl 2, ») 


为 了 2) 的 广义 Fouriar 系数 ， 从 而 有 如 下 的 广义 Fourier 级 
数 : 


jw) DY oror (ew) o 


由 于 我 们 还 不 能 断定 上 面 的 Fourier 级 数 是 否 平 均 政 仇 予 

Jo 所 以 只 能 用 联络 符号 心 去 表示 它们 之 间 的 相应 关系 。 
尽管 如 此 ， 这 个 级 数 的 部 分 和 却 能 用 来 圆满 地 解答 一 般 形 式 
的 最 小 二 丧 方 问题 。 这 便 是 下 面 的 


定理 4(Toepler》) 对 于 任意 指定 的 正 误 数 %n， 用 线性 组 
会 式 


FP(%) ~ Bawone) 
Pe 


作成 的 函数 来 对 给 定 的 f(z) 进行 平方 般 近 时 ， 为 使 偏差 〈 平 
均 平 方 偏差 ) 


P(A 


达到 最 小 值 , 画 数 (2%) 必须 等 于 广义 Fourier 级 数 的 部 分 和 
Sn(w), 


Sn(®) ~ eps(o)， 
而 偏差 的 最 小 值 等 于 


ls 一 AGO- 人 (| pl fodo— DB Ad) 
【证 ]】 根据 {ww} 的 直 交 性 易 算出 
1 一 PP 人 oo LEC) ~ fC) de 
-opZnaa+| pf do af pF as 
-| oat az+ | pF? da — 2f p( Sawrf )ae 
= 之 LN + pf dv- 2 Arawo 
-| pf2dwt dx 一品) 一 立 ， Axot 
局 Km] rl 
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因此 要 使 | 五 一 jl 到 最 小 信 ， 唯 有 令 cs- ow。 亦 即 ， 只 有 当 
(Ko) 众 好 等 于 Fourier 级 数 的 部 分 和 Su(z) 时 才 绽 出 丁 偏差 
[一 用 的 最 小 值 。 证 毕 。 
注意 [5 一 f1 源 0, 因此 根据 最 小 值 的 那个 克 达 式 立 即 推 
出 壮 b 
SE Lot<| oo) LF)? an, 
又 因为 不 等 式 的 右 端 号 多 无关, 放 可 令 w>oo 而 得 出 
Sa: <| pW LF dg, (3.1) 


通常 称 43.17 式 为 广义 Bessel 不 等 式 。 
根据 侦 差 的 最 小 值 表达 式 知 上 述 的 Bessel 不 等 式 能 改 为 
所 谓 的 Parseyal 等 式 . 


立 Lei- 人 pw) LPG]saa 


的 充 要 条 件 是 
liml SCo) ~—f (2) 1 一 0。 


换言之 , Fourier 级 数 的 部 分 和 (四 平均 收 侣 于 7 四 这 件 事 
是 周 f(w) 的 Parseval 等 式 成 立 这 件 事 互相 等 价 的 。 因 此 ， 
Ls 空间 中 的 一 个 Fourier 缀 数 是 否 收 敲 的 问题 也 就 归 缚 为 
Parsevyal 等 式 是 否 成 立 的 问题 。 

这 里 有 一 个 间 题 ， 在 什么 条 人 忻 下 ， 给 定 的 数列 {ox} 能 够 
有 资格 作为 上 中 基 一 函数 f(w) 的 fourier 系数 ， 并 且 作 成 
的 Fourier 级 数 平均 收 徊 于 f(sw)? 正 象 通常 的 Fourier 级 数 
论 那 样 , 对 于 这 个 间 题 的 回答 有 如 下 的 

定理 (Riesz-Fischer) 设 {oxlw)} 在 闭 区 闻 [e, 四 上 关 
了 权 函 数 pka 作成 直 区 函数 系 。 车 数列 {ow} (X=1, 2, …) 
满足 条 件 : 
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$1 A < +oo, 
Rl 


其 中 4 一 六 pods 则 形 中 存在 鸭 一 的 函数 Po) ,使 得 
的 Tourier 系数 丛 好 是 {od} 且 冯 orlo) 一 > 了 (2)。 


[证 ] 证 Sn (wb) 一 > oorle), 
则 于 m>>w% 时 依 ow 间 的 直 交 性 显然 有 
[S — Sl?= | | oo -| #[ > ouos] dw 


re | 


一 3 A (mn 0), 
1 


因此 , {3 为 一 基本 序列 , 并 从 而 由 五 的 完备 性 得 知 其 极限 
lim S,(w) 亦 在 到 中 (当然 这 里 所 说 的 极限 是 按照 平均 收敛 的 


意义 而 言 的 )。 亦 即 有 如 中 的 函数 f(o) 使 得 
lim! 8,—f#| =0。 
现在 应 该 验证 fed 恰好 是 了 (wz) 的 Fourier 系数 。 由 于 
[pC -Sydas < (| pf S06) (potaz) 
=|f-—S,]~V 4 一 0 (no00), 
故 [pf rd =lim | psnCe) do ondr 
这 表明 om 丛 好 是 (的 Fourier 系数 ， 从 而 5 沦 好 是 Fo) 
的 Fourier 级 数 的 前 % 项 部 分 和 , 而 极限 关系 式 im 15 一 
~0 恰好 表明 该 Fourior 级 数 是 平均 收敛 的 ，8, 一 > f。 


又 因 为 序列 gt 的 极限 是 唯一 的 ， 因 了 刺 作 为 极限 范 数 
而 存在 的 也 是 唯一 的 。 证 毕 。 . 


" 188 - 


车 一 个 直 交 函数 系 {ww} 对 于 下 中 的 每 一 评 数 Parseval 
等 式 都 成 立 , 则 称 它 为 封闭 的 直 交 系 。 

车 {ww} 为 封闭 的 直 交 系 ,而 f(w) 与 go) 为 Le 中 的 任意 
两 蝴 数 ， 它 们 前 Fonrier 系数 分 别 为 {ex} 与 入 站 ， 则 必 成 立 
下 死 前 广义 Parseval 等 式 . 


J oplo)f Co)g (eydo— BAewBs 


事实 上 , 因为 f+g 的 Fourier 系数 为 {es 十 BB}， 因 直 利 
用 通常 的 Parseval 等 式 应 该 有 


[plfs+2f9+9) dw— B Ayok + 2owBst- BR), 
fafa BS Ag, | pgrar— BA 

攻 由 上 列 三 式 间 的 比较 便 得 出 广义 的 Parseval 等 式 。 

给 定 一 个 直 交 系 {ww}， 如 果 环 中 再 也 没有 一 个 画 数 ( 几 
乎 处 处 等 于 零 的 函数 除外 ) 能 和 一 切 wx 相 直 交 , 那 未 foow} 便 
称 为 完备 的 直 况 系 © . 

直 交 系 的 完备 性 实际 是 和 圭 闭 性 等 价 的 。 这 就 是 下 述 的 

定理 8 {cow)} 是 一 个 完备 直 交 系 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 
是 一 个 封闭 直 交 系 。 

【证 】 如 果 {ow} 是 封闭 直 交 系 , 则 当 一 函数 了 与 每 一 am 
都 直 交 时 ,该 画 数 的 Fourier 系数 就 都 等 于 零 ，o 一 0 人 一 4 
2 …)。 因 而 根据 Parseval 等 式 就 得 到 


如 
| pfs dw=0, 


注意 p 为 非 负 而 且 至 多 只 在 一 个 零 测度 集 上 可 能 等 于 0, 因 
此 可 以 断言 lw) 只 能 几乎 处 处 等 于 0。 这 就 玫 明 {wx} 必 是 
一 个 完备 直 交 系 。 
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反之 , 如果 {ew} 不 是 封闭 的 , 则 在 Ls 中 就 有 使 Parseval 
等 式 不 成 立 的 函数 7(w), 亦 即 有 


Sak <| pw) [gCo) 1 de, 


其 中 cx 为 9(%) 的 Bourier 系数 。 有 既然 辣 4ool< 士 cc， 故 按 
Riesz-Figeher 定理 , Le 中 又 必 存 在 明 数 Po， 以 {ex} 作为 它 
的 Fourier 系数 且 亿 ) oxom(w) 一 > f(w) (n>o0), 关 从 而 有 


SB A —f pd) LF C0) dm, 


以 此 与 上 述 不 等 式 相 比较 , 可 知 差 阔 数 和 (8) 一 一 92) 不 
能 几乎 处 处 等 于 0。 然而 六 (w) 的 Fourier 系数 都 是 0( 亦 即 
(Ww) 与 一 切 ow 直 交 ), 这 表明 {ww} 必 非 完备 直 交 系 。 定 理 证 
毕 。 

作 一 简单 总 结 , 我 们 知道 下 列 诸 镍 念 都 是 彼此 等 价 的 (也 
就 是 通 负 数理 兆 辑 中 所 说 的 “ 同 义 反 复 ”); 

I” {we} 是 完备 直 交 系 ; 
” {ew} 是 封闭 直 交 系 ; 

3” Parseval 等 式 对 每 个 了 CD 都 成 立 ; 

4 ” 上; 中 每 个 了 的 Fourier 级 数 都 平均 收 伊 : 

5 只 有 几乎 处 处 取 零 值 的 函数 才能 同一 切 ws 相 直 交 ; 

6” 当 两 个 沙 数 有 相同 的 Fourier 级 数 时 , 它们 必定 几乎 
处 处 相等 ; 

7 对 上 5 中 的 每 个 了 用 rr， 6 …， om 的 线性 组 合 来 作 


平方 逼近 时 ， 偏 差 的 最 小 值 恒 与 二 同时 趋 于 0; 
8° 出 {wj 中 的 函数 的 一 切线 性 组 合 构成 的 类 是 在 五 中 
* 40 


by 


相 密 的 ( 亦 就 是 说 ， 对 形 中 的 每 个 上 及 对 任意 s>0， 都 存在 
有 满足 不 等 式 |F 一 了 | <s 的 线性 组 合 (0) -之 coom)。 


注意 上 述 的 等 价 命 题 7” 是 直接 可 以 从 Toepler 定理 的 
结论 得 知 的 。 又 8° 与 "的 等 价 关 系 也 是 十 分 明显 的 。 


8 ， 直 交 函 数 结 构 公 式 

基于 羡 数 系 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 ， 实 际 和 通 涡 
辐 量 代数 中 玉 谤 的 概念 是 完全 一 拌 的 。 

访 ok past ok) 是 定义 在 [e, 缮 上 的 功 数 系 。 
大 能 找到 一 组 不 全 为 0 的 沪 数 由, ms,，…, ow 使 得 

map (2) 十 wogaf Oh + rt onpn CW) =0, 

屠 末 就 称 该 语 数 系 是 线性 相关 意 。 反 之, 便 称 之 为 线性 无 基 
的 《只 要 函数 是 几乎 处 处 等 于 零 ， 就 说 它 悟 等 于 等 ， 并 用 记号 
“三 0" 表 示 )。 显 然 在 线性 无 关 的 情形 下 要 使 


mn (#) =0, 


就 只 有 眶 一 四 一 一 一 0 

一 个 包含 可 数 多 个 是 数 的 函数 系 ， 要 是 它 的 每 一 个 有 限 
部 分 都 是 线性 无 关 的 , 那 末 该 函数 系 便 称 为 线性 无 关 的 。 

例 1 少数 系 %, 地, … 是 线性 和 无关 的 。 

事实 上 , 它 的 每 一 个 有 限 部 分 名 gm (用 < 
<… 和 < 都 是 任何 区 间 上 的 线性 无 关 函 数 系 。 

例 咏 关于 权 苇 数 om) 的 任意 直 交 函数 系 {wytw)} 都 是 
线性 无 关 的 。 

事实 上， 要 是 aaan 士 … 汪 cncon = 人 六 则 以 pw 鞠 等 式 的 
两 边 并 积分 , 得 到 w 一 0 如 一 二 2 0) 。 
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”作为 铺 2 的 特例 , 我 们 知道 三 角 画 数 系 、 余弦 浮 数 系 、 正 
驼 函 数 系 等 都 是 线性 无 关 的 系统 。 
设 f(w) 与 go) 是 形 中 的 两 个 函数 , 则 称 jo 与 9(o) 采 
积 的 积分 
G, D =| po)f Co) gto) de 
为 fo) 与 9(®) 的 内 各。 如 果 yr(2)， sbz)，…, gun 人) 都 是 
到 [ww, 四 中 的 孙 数 , 则 称 由 内 积 构成 的 行列 式 
(ps 1) (pr Pa) … (Pi Pn) 
= A pn) — a, bd Kg, 9] mn pn) 


(go, py (po ps) - * (Ps; Pn) 

沟 交 数 系 fgxt8)} 的 Gram 行列 式 。 借用 这 种 行列 式 可 以 给 
出 一 个 关于 盘 数 系 统 线性 相关 与 否 的 判别 准则 ， 

定理 4 函数 系 px(o)，wa(o)，…， gr (四 为 线性 相关 的 
充分 必要 条 忻 是 dt， “yg Pn) 一 站 。 

证] 车 钞 数 系 为 线性 相关 ， 则 由 定义 可 知 有 不 全 为 0 
的 数值 cr …，au 使 得 妆 onpr=0。 于 是 将 此 式 两 边 乘 以 
PY", PP 之 后 再 积分 ， 便 得 到 下 狮 方 程 组 . 

Pap Yi) 0 (j=1, 3 1) 。 


-既然 上 面 的 齐 方程 组 有 非 0 解 (wi3，…, am) 和 (0, …, 中 ， 故 

其 系数 行列 式 的 值 一 定 为 0, 亦 即 dC, …, gn) 一 0。 
及 之 , 若 省 =0, 则 于 述 方程 组 特有 非 9 解 (aa …， ew) 关 
人。 显然 , 方程 组 可 改写 为 


jEup )pae-o G- ~, 


+ lid2.， 


于 是 用 1 乘 上 式 两 边 之 后 再 取 和 , 便 得 到 
[el > ) aps )(S up ) dv ~ 下 Pp( 之 caps ) dw 心 。 


这 表明 r=0, 
亦 即 函数 系 hy,，…, Ps 是 线性 相关 的 。 证 毕 。 
容易 看 出 ,， 如若 水 关 0, 则 必 有 汕 关 0，…，4 + 关 0。 于 
实 上 ， 车 水 一 0 二 <m， 则 gi， 5 全 将 是 线性 相关 ， 从 而 
pa，…，9u 也 将 线性 相关 了 。 下 面 我 们 进一步 来 论证 
定理 和 6 车 和 wn， …, Yr 为 线性 无 关 , 则 小 0。 
tf 证 】 令 灿 (ww) 由 如 下 行列 式 定 义 ， 


(pa Pi) (pi Yn_1) Pa 
办 (ay 一 “Pay PI) (pa, Pa-1) Po ， (4.1) 
(pny I) pn, Poi) Pn 
则 用 ppytk 志 0) 末 上 式 两 边 之 后 再 对 2 积分 容易 得 知 
出 ， 下 一 外， ” 
(hn, Py) -1 0， 天 <m (4.2) 


事实 上 ， 当 <n 时 ， 将 (4. 四 式 有 边 行列 式 的 最 后 一 列 乘 以 
Ppr 再 对 缚 积 分 之 后 便 与 前 面 的 第 大 列 相 司 。 今 将 赂 人) 的 
行列 式 展开 , 则 
ol) = Gap) + pn + pn CW) o 

(4.3Y 
既然 机 天 0, 放 和 as 因而 加 () 三 0。 令 再 以 oth 蒋 导 ,3 
式 两 边 并 积分 ， 及 注意 (区 。， Vy) 一 <), 由 得 

人 pz om 一 2 1 (gn, 由) 天 如 70。 
从 而 可 昂 水 与 小 :的 符号 相同 。 依 此 类 推 ， 可 郑 消 每 
“计生 : 


4 …， 出 的 符号 都 相间 。 但 出 = (py 和) 六 0， 因 此 可 以 
结论 水 0。 定 理 于 是 得 证 。 
此 ， 我 们 不 准备 重 述 实 变 函数 论 中 的 Schmiat 直 交 化 

手续 , 而 是 要 进一步 指出 直 交 范 数 的 演 巡 结构 公式 ， 

定理 6 设 glw), galt), 是 [a, 可 中 的 一 个 线性 
无 关 消 数 系 ‘有限 或 可 数 ), 又 设 和 ta) 的 定义 如 前 ， 峙 按 下 列 
公式 便 可 造 出 一 个 标准 直 交 系 {o 对 : 

ow) g/d ost) = /NV Ad (2), 

【证 】 为 使 axka) 的 表达 式 对 一 切 81 都 通用 ， 只 渍 规 
定 如 三 二 就 可 以 了 。 今 设 1<n 气 6， 则 根据 定理 5 证 明 中 已 
证 明 的 公式 (4. 录 易 得 如 下 的 内 积 . 


(on, cow) 一 $e) 
a | 中 小 二 


-TT opt dps, ye ) 
J kp te) tha pn, 和 


-让 二 一 hpn, Yh) 
= I， 当 和 名 二 了 时 ， 
0， 当 n 二 上 时 。 
注 记 1 由 定理 6 中 的 直 交 函数 结构 公式 可 以 看 出 , 每 
个 wo 都 是 py， …'， ps 的 线性 组 合 。 反 过 来 还 可 看 出 , 每 个 wm 
也 都 是 wy ，…'， ow 的 线性 组 合 。 事实 上 ， 由 于 已 知 和 是 ai 
的 线性 组 合 , 再 利用 递 推 关系 
19 = Ps O— cp — 一 Can n= NV dd _1 on 
便 可 逐步 推 知 每 一 个 ps 也 都 是 oa，…，an 的 线性 组 合 。 
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注 记 兄 令 mat2) alw)， 风 由 条 件 (co oz 一 上 显然 
导致 < 一 yt 二 本 一 过 而。 一般 说 米 ， 当 把 每 个 wx 麦 孙 成 


gu …; gr 的 线性 组 合 时 (实际 也 就 是 Schmidt 标 准 直 交 化 手 
续 ), 其 中 的 系数 也 是 唯一 确定 的 。 这 一 事实 读者 不 难 自行 验 
证 。 因 此 可 以 断言 , 定理 6 中 的 直 交 函数 结构 公式 的 形式 乃 
是 唯一 确定 的 (只 有 分 母 中 的 开 方 根 号 可 以 有 正 与 负 的 丙种 
选择 ) 。 

注 记 3 依 注 记 1 可 知 ， 和 所 有 ps 都 直 交 的 函数 也 将 和 
所 有 oz 都 直 交 ,而且 反之 亦 然 。 因 此 可 以 断言 , 函数 系 {pw} 
与 {ow} 或 者 同时 是 完备 的 , 或 者 同时 是 不 完备 的 。 


$ 二 ， 走 交 多 项 式 的 一 舰 性 质 . 

在 前 面 $ 3 中 讨论 广义 Fourier 展开 时 ， 我 们 已 经 知道 
利用 直 变 项 数 的 线性 组 合 , 能 够 对 指定 的 函数 必 平 方 通 近 ,为 
一 方 而 ,从 实际 计算 的 能 行 性 与 简便 性 观点 出 发 , 我 们 曾 一 再 
强调 过 利用 狗 项 式 项 数 作 通 近 工具 是 最 理想 竟 。 因 此 人 人 科 家 
然 就 去 考虑 这 样 的 问题 ， 能 和 否 拘 吐出 种 种 最 有 用 的 直 交 多 项 
式 系 统 以 便 作 为 平方 逼 近 的 工具 ? 

看 来 上 述 问 题 是 有 解答 的 。 因 为 一 则 原始 的 窒 了 沙 数 系 
1, ww ，… 在 任 一 闭 区 间 [4, 引 上 都 是 线性 无 关 的 ; 二 
则 报 据 Schmidt 直 交 化 手续 或 直 交 函数 结构 公式 全 4 定理 
5)， 对 于 每 一 个 函数 ptz) 总 是 可 以 将 该 震 函 数 系 进 行 直 交 
化 。 

旬 我 们 还 必须 考虑 这 祥 一 个 更 基本 的 问题 ， 即 不 论 pw) 
基 怎 样 的 权 函 数 , 多 项 式 类 是 否 总 是 在 2 中 秽 密 ?也 就 是 问 . 
是 否 对 Ls 中 的 每 个 商 数 都 能 用 多 项 式 作 尾 意 精 确 的 通 近 ? 事 
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实 上 , 我 们 有 如 下 的 

定理 了 设 六 mE 天 [区 风 对 任意 e 二 0, 都 存在 有 多 
项 式 PP(w) 使 得 |f 一 了 <<8。 

【证 】 可 分 三 步 来 证 。 首先 证 明 有 有 界 可 测 函 数 glw) 


使 得 上 一 9| 过 万。 事实 上 , 由 于 点 集 序列 
ElF) I> IE |>D 
因此 点 集 召 (| 了 | 汪 m) 的 测度 的 极限 为 


lim mE(f|>%) =—lim m [1 BCIF| > 
—m HB(fI>D -0 


又 由 于 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 ， 可 知 存在 82>>0 使 得 对 
会 于 [ge, 站 中 的 任 一 可 测 子 集 4(m54<56) 有 


| oG@ EDT a 


今 取 中 充 分 大 , 使 得 吕 吾 必 间 > 们 二 8。 于 是 引入 有 异 可 测 画 
数 风 


0, 当 |(2)1>n 时， 
sr 0 ~{ yew), 当 |f(w) | <n 时 ， 
便 可 以 导出 
Ho ,ef dot plf gd 


oh (7 一 0D*az=| pf "dw < 和 
这 就 表明 确实 存在 有 界 可 测 函 数 g 使 得 |f 一 g| <<-&。 
其 次 青 证 明 对 有 界 可 浏 函 数 gCg| 志 wn), 醒 丰 在 一 迷 续 


函数 ple) 使 得 jg 一 9| < 厨 。 事实 上 , 存在 充分 小 正 数 50, 使 
+ 146. 


得 4C [a, 站, 和 4<6o 时 能 保证 
| p(w) dw < Ey. 


根据 TIyaa 定理 知 有 连续 函数 ptw) 满足 条 件 ，|9| <1 及 
mg 下) 60, 因而 得 到 


lg 一 pl- Ce | (8 一 多 0 


局 和合 中 凡 } 
旦 
< (2n)| pdae< 与 。 


Pilg 


这 就 表明 有 连续 函数 9 使 得 lg 一 p1 < 吉 。 


最 后 , 根据 Weierstrass 第 一 通 近 定理 , 可知 担 存在 多 项 
式 卫 (四 使 得 


lo 一 PP 一 | pp—P)? dw < 


亦 即 有 Ip 一 了 | <-5-。 因 此 利用 范 数 的 三 角 不 等 式 便 终于 得 


到 所 希望 证 明 的 结果 ; 
于 一 到 委 扩 一 天 十 1 一 并 十 le 一 好。 

现在 再 让 我 们 来 注意 这 样 一 个 事实 : 假如 对 权 函 数 pkz) 
而 言 已 经 作出 一 个 标准 直 交 多 项 式 系 go pu(2),， 
gn (WV),， 其 中 gon( 吕 的 次 数 正 好 是 mw。 那 末 对 于 任意 给 定 的 
和 次 多 项 式 了 (ww)， 显 然 总 可 以 取 一 适当 常 烙 0, 使 得 了 (2) 一 
eqn (2) 降低 成 为 % 一 I 次 多 项 式 。 于 是 利用 pn_1(w) 续 上 适当 
常数 去 减 它 又 可 障 低 成 鸭 % 一 2 次 多 项 式 。 依 此 类 推 , 便 可 知 
道 ， 凡 次 密 项 式 总 可 以 用 gr pn_1…'; go 的 屿 性 组 合 去 

如 此 ， 上 而 所 建立 的 多 项 式 逼 近 定 理 又 可 改 述 成 这 样 形 
式 :“ 设 7E Ls, 则 对 任意 s>0, 都 存在 着 诺 wx 的 某 一 线性 组 
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合 以 mp 使 得 | 局 mp | <e”。 这 也 可 以 概括 成 一 句 
话 ,“ 由 {yx} 中 的 函数 的 所 有 线性 组 合 构成 的 类 是 在 瑟 中 和 
痊 的 ”。 

回 所 一 下 8 3 之 最 后 总 结 中 的 等 价 命题 8s， 1°, 2 及 
$4 之 最 后 的 注 记 3, 便 易 知 下 列 两 定 其 为 真 

定理 8 对 权 通 数 p( 由 而 言 的 标准 直 交 多 项 式 系 {p(oy} 
(gs 的 次 数 是 让 是 2 空间 中 的 完备 直 交 系 ( 亦 即 封闭 直 交 
系 )。 

定理 9 ”之 耳 数 系 2 3 … 对 任何 避 空间 说 来 都 是 
完备 的 。 

经 过 以 上 的 理论 分 析 之 后 ， 可 以 看 出 ， 考 虑 如 何 去 利用 
直 交 多 项 式 系统 来 作为 各 空间 [2 中 的 平方 表 近 工具 是 极 有 
意义 的 问题 。 以 下 便 进入 较 具体 的 讨论 。 

令 p(w) 为 给 定 的 权 函 数 ，{2 呈 (二 0, 1, 3 ,为 给 定 在 
区 间 fw, 厅 上 的 宕 函数 系 。 称 


tm = pw)er de (n=—0, 1, 2, »..) 
为 权 函 数 ptw) 的 延 芋 。 显 名 内 积 《w?,，& 信 可 过 成 
Co 00) = {plo) rr dn ppreo 
因而 Gram 行列 式 4(1l, %,，…', #8 沾 可 记 成 


(1, 1) (1., 六) hs (E, 2 Ho HI mm Hon 
由 一 (w, 1) (w, 动 ) wi Cw, ca] ii Ha ee Hn 


必 


| 


(wr, TL) 《2 区] Cn, wn) Lin Hont1 * pintn 
其 次 ,3 4 中 定理 65 证明 中 规定 的 必 人 ?函数 可 表 成 
,1 43 ， 


外 


和 


pe Hr ot jn-1 1 
pa 


总 


Hn Hnti 一 ow 
为 方便 计 可 规定 如 (四 过 4， 由 人 141。 于 是 根据 $4 中 的 定理 
和, 便 可 以 汐 造 出 如 下 的 标准 直 充 函数 系 {pn(2)}; 


Ho 有 由 Pen 1 
Pn ka 一 本 了 | Hs 和 
tin n+l an—1 Ei 


(n=0, 1, 2, -")。 


注意 gntw) 正 好 是 次 数 为 1 的 多 项 式 ， 而 且 江 的 系数 是 
4 44 一 TV 有 只 0。 总 结 一 下 ， 便 是 下 而 的 定 
理 : 

定理 0 不 论 定义 在 [a, 人吉 上 的 权 函 数 p(w) 如 何 ， 都 存 
在 有 关于 权 p(w) 的 标准 直 交 几 项 式 系 go(8), (wv)， pa (9)， 
”其中 必 ( 坟 正好 是 天 次 密 顶 式 ， 其 有 具 居 结构 形式 系 由 工 列 
会 式 所 给 出 。 

在 84 最 后 的 注 记 2 中 已 经 指出 , 对 于 给 定 的 权 而 言 , 除 
每 个 直 交 函数 的 正 贷 号 容许 选择 之 外 ， 标 淮 直 交 函 数 系 是 唯 
一 确定 的 。 因此 在 规定 取 正 号 之 后 , 定理 10 中 的 gpnlw) 都 是 
崔 一 存在 的 。 此 外 值得 再 指出 ， {gw} 的 确定 实际 并 不 直接 依 
粹 于 权 函 数 p tw); 只 要 知道 一 串 矩 量 ko， pw， 2， … 的 值 也 
就 可 以 造 出 {pn} 米 。 

如 果 所 要 求 的 内 是 直 交 名 项 式 系 , 而 并 不 要 求 标准 化 , 那 
入 直 变 系 中 的 每 一 个 函数 除了 可 以 变动 一 个 常数 因子 之 外 ， 
其 和 构造 形式 基本 上 也 是 叭 一 确定 的 。 这 就 是 下 而 的 
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定理 11 设 六 四, 访 (oj … 是 对 权 画 数 pPfey 
的 直 交 系 ,所 (加 D 正 好 是 % 次 多 项 式 , 而 最 高 次 项 系数 为 pw, 则 
诸 f 必 可 唯一 地 表示 成 

oz) 一 2o， fe) 一 Ba dr/ di nt} (一 二 2, "0 
事实 上 , 因为 户 ( 国 可 以 表示 成 
FD) = opo lt) + opt) + npn ts), 
而 县 pot), gpl), 7 ni) 也 可 以 表示 成 为 (o)， 方 ()， 
2 的 线性 组 人 台 ， 六 此 由 诸 疡 te) 阿 的 直 交 性 与 请 
grtw) 间 的 直 交 性 便 推 知 当 En 一 1 时 恒 有 
(Fn, Pe) = op les Pi) =0 《一 及。 

这 就 表明 ft2) 二 ongn kz) 。 

注意 2) 中 9 的 系数 为 加 ， 而 angrt%) 中 民 的 系数 为 
oaw 1/ 沿 。 因此 由 相等 关系 定 出 o 的 数值 之 后 ， 也 就 得 
到 定理 的 证 明 。 

定理 雪 设 关 ww) EL 则 在 所 有 次 数 不 高 于 % 的 多 项 
式 (和) 中 ,使 平方 偏 基 


FF 一 PP oo [fC0) — P(e)1? do 
达到 其 最 小 值 的 只 有 Fourier 级 数 的 部 分 和 
SC 一己 opeC) (ou— (Ff, pw)), 
并 且 最 小 平方 偏差 是 
min|f -Pl Po 


这 个 定理 是 一 般 的 Toepler 定理 的 推论 。 注意 标准 直 交 
多 项 式 系 {pw} 是 封闭 的 ， 故 有 Parseval 等 式 成 立 ， 因而 最 小 
平方 偏 盖 为 


7 全 5 人 ， 


LA rH 


上 一 Sr 用 "az 一 六 所 
2 > 3 eo 
这 就 是 定理 1 的 证 明 。 多 项 式 gn(%) 还 有 一 个 有 趣 的 极 信人 性 


质 , 亦 即 有 
定理 13 在 最 高 次 项 系数 为 1 的 所 有 *% 次 多 项 式 中 , 使 


积分 (P,P) -| p(w) [P(2)]* dz 达到 其 最 小 值 的 多 项 式 只 


有 是 
Pe) =MV M/A oo 人 e)。 

【证 】 显然 最 高 次 项 系数 为 工 的 中 次 密 项 式 忆 人 ) 恒 可 
汛 作 . | 
Pw) — copo lw) Tr To pn_1 C0) TE NM A A PnP) 
因此 选择 多 项 式 了 (Cw) 就 等 于 选择 系数 oo0,…, an-4。 购 然 
了 P(tw) 本 身 为 几 项 式 且 已 表示 成 po,…, gr 的 有 穷 级 数 ( 评 即 

Fourier 级 数 部 分 和 ), 故 Parseval 等 式 自然 成 立 , 亦 即 有 


| PDIP)J?- 总 台 + 让 


1” 
这 样 一 来 , 可 见 其 最 小 值 即 由 条 件 oo 一 … 一 a ~0 所 给 出 。 定 
理 于 是 获得 证 明 。 

我 们 知道 各 种 直 交 多 项 式 的 根 ( 亦 称 零 点 ) 恰 好 就 是 各 种 
Gauss 型 求 积 公式 的 结 点 。 因此 关于 根 的 性 质 的 研究 即使 从 
求 积 的 理论 来 看 也 是 完全 必要 的 。 现 在 我 们 来 证 明 如 下 的 简 
单 定理 ， 

定理 14 标准 直 交 系 {gr} 中 的 多 项 式 pw) 的 所 有 根 都 
是 单 实 根 , 并且 都 在 开 区 间 (a, 如 之 内 。 

【证 】 假如 we) 在 (ec， 从 内 前 根 都 是 个 重 根 ( 即 根 的 重 
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数 为 偶数 ), 则 pn) 在 Ca, 念 上 上 便 保 持 定 号 ， 困 而 gw 人 o) 与 党 
数 wotz) 的 直 交 性 条 件 

{plo) palo) do~0 
也 就 不 可 能 成 立 。 由 此 看 来 ,可知 在 (x, 四 内 部 必 有 次 重要 。 
设 奇 重 根 的 个 数 为 已 而 名 ，6o，…， 后 (<om) 为 这 些 相 异 的 


亲 重 根 ， 于 是 了 (8) 一 人名 一 向 ) 圳 一 四 8 一) 为 次 数 低 于 
wk2) 的 多 项 式 , 故 由 直 交 性 可 知 
| pC)f Co) pe (odo=0, 

但 另 一 方面 ， wpn lw) 是 愉 含 侦 重 根 的 多 项 式 ， 因此 根据 第 
一 段 的 同样 推理 又 知道 上 述 积分 不 可 能 为 0。 这 样 一 来 ， 醋 
砚 天 <m 的 假定 是 不 对 的 。 亦 即 监 然 有 天 一 mw。 这 就 说 明史 全 
根 都 是 单 实 根 。 进 一 步 我 们 还 有 如 下 的 定理 。 

定理 起 设 n>1 加 ps(2) 和 grrilw) 的 根 必 相 王 交错 。 
亦 即 p(w) 的 根 生 和 prralz) 的 根 mw 之 间 有 如 下 的 不 等 式 关 
又 

CME NE bo 

应 用 数学 归纳 法 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 定理 ， 这 里 不 绍 说 
了 。 

令 (v9) 表示 最 高 次 项 系数 是 1 的 直 交 多 项 式 (n 代表 次 
数 , nn 一 00， 1, 2, “0 则 

Po Lp) =1, Pr lt) = VA/ A PnP) 
下 面 的 定理 给 出 了 诸 和 (0) 间 的 一 个 递 扒 关系 。 
定理 16 对 一 切 3% 一 0,， 1, 2, … 都 成 立 着 遵 推 关系 
Pn (wy 一 【名 一 Cn 上 3 td 过) 一 各 mn (wv), 

其 中 和 与 Bntr1 为 攻 些 常数 。 
=» 62 ， 


WY Hh pe ht 


[证 】 显然 n 十 2 次 多 项 式 xzpsrdk 国 可 以 表示 成 
PPn+1CT) = CoPoCt) + C1P1 C8) + ontopnts (TP) 
因 左 右 两 边 最 高 次 项 系数 均 为 1， 故 坝 rs 一 1。 其 次 ， 若 用 
p(w) prt2) 简 等 式 两 边 再 积分 ( 评 即 取 内 积 ), 则 于 <n 一 时 


用 直 谈 人 竹 可 知 左 式 即 变 为 

Cr CB, PE) 一 pn Dos) — (WPe, Fn+1) 一 0。 

因而 6% 一 OE = 一 心 1,， “yp %—1)。 这 样 一 来 ， 可 知 原 式 部 相当 
于 


TPn+1 Cy) = 0nPn {0) 二 Ontrignti (s) 十 oo 和)， 
这 显然 等 价 于 定理 中 的 递 推 公式 。 
最 后 ， 再 让 我 们 来 确定 常数 os 与 局 rr。 显然 ,车 用 
PCw) Bn+rilw) 来 匡 定 理 中 的 递 推 公式 的 两 边 并 积分 , 则 得 。 


| pl) -onra) [Grr Co) do —0, 


| POR 
| 


注意 上 式 左边 分 子 积分 中 多 出 一 个 sla 所 wz 芯 四 因子 , 因而 容 
易 得 出 信 计 式 gc<anta<atn=0, 1, 2,…)。 簿 用 p(w)%, (Cw) 
乘 递 推 公式 两 边 并 积分 , 则 得 


上 ~ b i. ~ 
na [ PV) Pr) az -| pv) mPatiPn 0 


因而 得 出 CA 


一 人 em 各 [Za 人 e+)]aa 


=| p(B 
其 中 wp = parC 的) 十 TC ， 了 (的 为 优 于 9 十 工 次 的 多 项 式 。 鼓 
.158. 


后 一 Lom 一 Cm (Prt Fn) 
机 十 业 | pz dy CA (Pan, Pn) 


一 省 :day 和 人 一 二 23, ***)o 
车 记 4-:+ 一 二 则 上 列 等 式 便 对 n=0 亦 成 立 。 

由 定理 16 易 推 知 ore 与 gn+i 不 能 有 公共 根 。 假 车 不 
然 , 该 根 亦 将 是 wxi 与 pn 的 公共 根 , 依次 类 推 , 最 后 将 是 .9x 
fo 的 公共 根 。 但 q% 二 常数 生 0, 故 得 出 矛盾 。 

最 后 , 还 值得 指出 ， 递 推 公 式 是 很 有 用 处 的 , 因为 利用 它 
机 以 逐步 确定 出 诸 pkw) (或 和 (的 ) 的 具体 结构 形式 , 而 不 必 
去 展开 电 (w) 所 代表 的 行列 式 。 事实 上 ， 当 ” 较 大 时 ， 行 列 
式 ls) 的 展开 是 很 麻烦 的 。 


和、 直 交 多 项 式 级 数 的 收 数 性 定理 

设 {gmt2)} 是 对 校 函 数 pl2) 的 标准 直 交 多项式 系 。 义 设 
了 (0) 为 空间 Ota, 四 中 的 一 通 数 。 现在 我 们 要 研究 在 怎样 的 
条 性 下 , 连续 函数 了 的 广义 Fourier 级 数 乙 owpste) 能 在 通常 
的 意义 下 收敛 于 站 (@9)， 

以 Satw) 宕 示 级 数 的 第 部 分 和 


Snlw) =6,[f: 4] = 局 eps 人 o)。 
注意 Fourier 系数 cx 具有 有 者 达 式 
of pF pu Dh, 
因此 代入 后 即 得 加 
SO 一 | pOF Of So) pl aso 
这 相当 于 普通 Fonrier 级 数理 论 中 的 Dirichlet 积分 ， 而 表 
Ed 


达 式 
Kl, 2) =— Do pole) 


可 称 之 汶 广 如 Dirichlet 护 ( 简 称 为 核 }。 
显然 , 不 高 于 nn 次 的 疼 项 式 Po 按 直 交 客 项 式 {9x} 展 
开 所 .得 的 第 ?部 分 和 六 人 4) 是 与 Pw) 等 同 的 : 
Sa [Fi 2] = PP, (w), 
于 是 
Ss[f— Pr: 5] ~ So Lf; vw) SLPss %] = ST fi ow] ~ P,(m), 
丙 边 各 加 一 了 (w) 并 殉 项 , 则 得 出 
SLfi 2] 一 了 一 也 oo) 一 了 tos Lf — Pss wm], 
ABEL ACORD I 
既 证 Fe) 为 连续 了 数 ， 阁 存在 最 佳 介 近 记 .(f) (参考 第 二 
章 ), 而 | 了 Po 一 站 0) | 志 B( 有 一 0(n->o0)。 因 此 [名 2] 
一 了 (wy | 是否 趋向 于 0 的 问题 归结 为 是 否 Ss[f 一 Ps; 人 109 
的 问题 。 
旺 然 
[Ss[f— Ps ol}~— | plD LF — Palt)IE, lt, od 


<max |f() 一 Pet | pO) [Ranks, |e 


<E, (| pl IEsG, 四 | 


— ,Ff) Da), 
其 中 心 (@ 王 | 加 | 人 风 |dt 称 为 Lebesgne 两 数 。 
这 样 , 使 总 结 出 如 下 的 收获 性 定理 ， 


定理 1 设 f2) 为 连续 耳 数 , 则 当 条 件 
.二 才 和 


BT (0)->0 (pco) 
满足 时 便 有 收敛 的 Foarier 级 数 
Eo) -Fo)。 


又 车 在 [we 下 上 本 (有 IL,(%) 一 > 0, 则 上 列 级 数 便 是 一 致 收 
敏 的 。 

这 个 定理 是 很 有 应 用 价 人 的。 在 下 一 节 讲 述 Legendre 
多 项 式 级 数 时 就 要 用 到 它 。 

注 记 利用 85 中 所 讲 的 递 推 公式 ， 可 以 证 明 广 义 
Dirichlet 核 及,(t, 四 能 简单 地 表示 成 


E,lt, %) -~ Gota(D gn) — gota(8) pol 


dro)。 
这 时 做 Ohristoffel-Darbonx 公式 。 根据 这 公式 可 以 建立 另 
外 一 些 收 敏 性 定理 。 例如， 假设 对 固定 的 点 wm 序列 {pn (ow)} 
为 有 界 。 又 没 1 的 一 忆 吕 二 人 92 属于 空间 开 。 那 来 在 o 点 
处 等 式 马 oupe(z) 一 Fw) 便 成 立 ( 这 定理 的 详细 证 明 可 参考 
Harareog 的 < 函数 构造 论 > 第 二 篇 第 四 章 $4。 


$7. 几 种 特殊 的 直 冯 多项式 
在 这 最 后 一 节 里 我 们 要 简略 地 介绍 一 下 三 种 最 著名 的 直 
况 多 项 式 系 , 即 Legendre 多项式 系 {P(e)}，Laguerre 岂 项 
式 系 {Ln(w)} 和 Hermite 多 项 式 系 { 吾 ,(%)}。 这 三 种 多项式 
无 论 在 数学 物理 方法 中 或 积分 近 做 计算 理论 中 都 居于 重要 的 
地 位 。 
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1. Legendre 多 项 式 

，. 定 区 间 [ 一 4， 上 对 于 祝 疼 数 plw) 二 1 构成 直 交 系 的 多 
项 式 Po) 称 为 Legendre 多 项 式 如 =0 4,，2, +:*)。 自 然 ， 
我 们 可 以 根据 34 中 所 讲述 的 一 般 结 神 公 式 {定理 介 来 找 出 
Plw) 的 性 明 党 达 式 。 然而 有 列 式 的 计算 毕竟 是 很 麻 炳 的 。 
事实 上 ， 平 在 1814 年 Rodrigus 就 已 经 找到 了 一 个 极 简单 而 
恒利 的 表达 式 ， 

“一 5 (各 ) ee-D"。 
容易 看 出 , 这 衫 实 是 一 个 7% 次 多项式 ,而 且 ?项 的 系数 是 
有 Cn (2% — 1).- (nl1) -se 

因而 当 规 定 最 高 次 项 系数 为 时, 多项式 可 表 作 


B,Cw) = (让 ) (3—1)", 
”现在 来 验证 上 述 多 项 式 系 确实 是 关于 权 函 数 p(w) el 的 
直 交 系 。 记 gC@) 一 (0 一 DD 则 pm( 二 四 -0(0<h<n-1)， 


而 且 Po ~ 9 (0) 


设 已 (2) 为 次 数 不 高 于 % 的 任意 多 项 式 , 则 由 分 部 积分 法 
扬 算 出 


, P. (0) Q (od 
Bi {Qe 0 (grow) 
-= 一直 oemGoaor… 
-| 0" (op (0) ow 


2"n! 
a BT » 


因此 概 如 电 (2) 的 次 数 低 于 nn 出生 (oo 二 0 从 而 多 tw) 便 种 
Ps(%) 相 直 交 。 这 就 表 朋 了 P,(8) 是 与 Pac), ,Pi(%)， 
Folw) 痢 直 交 的 。 辕 而 {DP ko 确实 是 [- 1 二 上 的 直 交 系 。 
者 在 上 列 讨 算 中 取 BL) 一 P,.(w), 则 
三 PC) ae- ‘st 人 PR (w) (oa 一 人 wd 


co ) nt 
一 到 0 一 (Ee) "do 


[ 
QD! war 
ons 8 ow 
2 (nt) -二 
Gm! 2 2 


Pn (2ntl! 2n+i" 
因此 标准 直 交 函数 可 以 表 作 


PO PO (EY ey 


根据 一 般 理 论 , 可 知 P, (2) 的 所 有 根部 是 单 实 棚 , 且 位 于 
开 区 间 ( 一 1 了 之 内 。 以 下 我 们 给 出 Ps) (w=0, 1, :全 
的 屁 明 将 达 式 以 供 和 参考 ， 
Po 人 =1, Pi(®) —w, Pal@) = C801), 


Pa 人) —B (5v —8%), 
PaeCo) — 言 (8501 一 3033)， 
Ps {Cw) 于 (63a5 ~ TOmt + L652) 。 


事实 上 , 根据 Rodrigue 公式 , 利用 二 项 式 展开 定理 及 逐 项 微 
分 容易 得 到 如 下 的 普遍 才 达 式 ， 


四 [2m 一 2 1 
PDD ra" 


"6S :， 


也, (2) 实际 是 下 列 Legendre 微分 方程 式 


oy 2 Cy RT) 
Dr Tn Dr iY-0 


在 正规 虑 < 一 0 附近 注 足 条 件 yt1l) =1 的 唯一 确定 的 多 项 式 
解 。 机 证 明 这 一 点 , 具 需 利用 微分 方程 的 知 级 数 解 法 就 行 。 这 
里 不 准备 叙述 它 的 具体 计算 方式 。 事实 上 ， 反 过 来 将 Po(e) 
代入 上 述 微分 方程 加 以 验证 亦 可 ， 同 时 亦 可 根据 工 st 的 下 
这 式 去 验证 Pd 一 工 不 妨 留 给 读者 作 习 是 )。 
现在 我 们 来 证 明 请 ,(w) 有 如 下 的 母 函数 : 


1 bd 
AT pp ~ (wm) (|2| 到 Jo 


在 验证 之 前 , 记 上 式 的 左 端 为 G(w, 人 
Glw, D = [t+ (2 202)] 1— S) 4, (0), 
我 们 的 目标 就 是 要 去 证 明 4,(%) 二 P,(w)。 
首先 根据 二 项 展开 式 的 形式 容易 看 出 的 系数 如 (办 的 
确 是 的 次 风 项 式 。 其 次 , 倘 令 % 一 1 代入 ,加 
GU, D=(1—D) 7 De DA Do 
因而 可 知 4,() 一 1。 如 此 看 来 , 可 见 只 要 再 验证 4,《w) 满 是 


Legendre 微分 方程 就 够 了 。 
对 z 微 分 Qtw, 区 , 稍 加 变形 即 得 
(1 204 2) -Go 一 59。 
天 对 微分 晶 , 和 由 比较 可 得 
so 。 
以 全 一 之 4 分别 代入 上 列 二 式 的 两 边 ， 并 分 别 比较 zz 江 和 
+ 159， 


z* 的 系数 , 分 别 得 出 
一 《9n 一 切 md 二 人 一 厂 3 一 0， 
GA, As 
ds ds 
如 某 将 上 列 第 一 式 对 和 微分 ， 并 利用 第 二 式 ( 其 中 令 名 训 为 
% 一 了 消去 Gd -ayGa 则 得 出 
< - 2 < = re 


—nAd,o 


™ 


又 利用 上 列 第 一 文 当 一 履 再 与 此 处 所 得 之 式 相 加 ， 则 得 内 
(on) SE nAs 1 04s)o 
再 对 2 微分 此 最 后 所 得 之 式 , 化 简 后 得 
(一 办) D0 | 
这 就 证 实 了 4,(o 确实 满足 Legendre 方程 , 并且 4,(D 1。 
由 于 多 项 式 解 的 叭 -一 性 , 就 可 以 结论 出 df 的 一 也 0 


利用 母 画 数 可 以 证 明 如 二 的 不 等 式 ; 
| 《一 0 二 


事实 上 , 令 e= oo8g= 天 (es 二 er) 代入 母 印 数 公式 后 ， 昂 得 
出 .Yi i 
ES Ps(coag)er | 
一 [1 一 z(09 寺 -的 小 6] 于 一 C1 一 ze9) (4 一 zy 


~ 7 工 -了 
上 人 ( 汉 -Ta( 
入 
当 |z| <1 时 右 端 二 短 级 数 是 可 以 相 腾 的 。 在 有 国清 
比较 六 的 系数 技 得 出 


1 180 + 


ff nCCOB a) 一 4 ee : 


十 号 (Qk— itt (Qn—k) 一 二 1 gk 
ICI 
注意 上 式 涯 边 各 项 的 系数 均 为 正 , 而 各 项 料 于 98 一 0 时 达到 最 
大 值 。 这 样 便 推出 

[2 Ccos 0) | < Ps (CoO8 全 一 也) 一 工 。 


这 就 证 明了 所 需要 的 不 等 式 。 
按 Legendre 多 项 式 展 开 我 们 已 证 得 


-POL Bo) -yr Pu 人 o)。 
由 此 可 知 对 应 于 直 交 系 {Ps} 的 核 五 ， 4 具有 估计 式 
[Ek DI | 训 DOPO|< DL, 
从 而 相应 的 Lebesgue 函数 具有 估计 式 
到 的 = st 由 as ntl)s, 


这 样 ,根据 $ 6 中 所 建立 的 收敛 性 定理 , . 便 知 凡 最 储 道 近 满 足 
条 人 性 


[ee 十 Be] 


nn (fID (n>o0) 


的 每 一 连续 函数 了 (%)， 都 可 按 Legendre 多 项 式 展 成 在 全 区 
间 [ 一 1, I 上 一 致 收 敦 的 广义 Fourier 级 数 。 根 据 Jackson 
定理 { 见 第 三 章 ) 知 道 ,， 凡 有 连续 二 阶 微 商 的 函数 了 (wm) 都 满足 
上 述 条 件 , 因此 有 如 下 的 

定理 18 设 定义 在 F--i, 匡 上 的 函数 六 ( 罗 具 有 连续 的 
二 阶 微 商 产 (w)。 则 了 人 @) 按 {Plw)} 展 成 的 广义 Fourier 级 数 
一 臻 收 伍 到 它 自身 。 


= 101 。 


最 后 还 值得 提 到 关于 ko 的 一 个 递 推 公式 ， 
RP, CF) — (2n—1) oP fg 十 R11 Ps =0, 
这 在 论证 P,(%) 的 母 卫 数 时 实 味 已 经 得 到 了 ， 只 要 在 那儿 将 
二 改换 成 ,aD 就 可 以 。 自然 , 如果 应 用 5 中 的 一 最 公式 
(定理 16), 那 也 同样 可 以 得 到 上 述 结 果 。 


2 Laguerre 多 项 式 


以 前 所 讨论 的 一 切 ， 都 是 一 襄 根 定 基 本 区 间 [Le, 5] 是 有 
眼 的 。 其 实 ， 权 郴 数 ， 灵 空 * 间 以 及 直 交 系 等 概念 也 完 金 可 
以 推广 到 无 腿 区 间 的 情形 ,所 谓 Laguerre 多 项 式 系 {Ln (w)}， 
就 是 在 区 风 D， 十 oo) 上 关于 权 冰 数 5” 所 构成 的 直 交 系 。 它 
们 可 以 用 类 似 于 Rodrigue 会 起 的 表达 式 来 定义 : 


nw) -0 (EY (ved, z 
只 要 将 上 式 右 端的 徽 商 算出 ,就 知道 Zuo) 是 = 次 多 项 式 , 
LW) =— > jy jn DD) en kt Da 
其 中 最 高 次 项 系数 曼 然 是 (一 1)", 因此 
D0) (时 (全 Cre-®) 


便 是 最 高 次 项 系数 为 工 的 Laguerre 多 项 式 。 
证 1。(o) 一 we, 出 它 的 逐次 微 离 满足 条 件 
UW -Do 二 oo 一 0 
(k=0, 1, 和- 人。 
因此 假如 (e) 是 次 阁 不 高 于 的 多 项 式 , 出 由 分 部 积分 法 忆 
算出 


本 了 ， 


上 6 了 Fa 
一 位 pgoF de 
了 
— er 太 十 …- 寺 一 于 ) oI 十 C —1]) 人 UV da 
= “一 1)” 六 Unaz， 
因素 当 六 的 次 数 低 于 时， 上 而 的 其 后 结 昌 恒基 替 。 这 吉明 
Ls 是 与 一 切 次 数 较 低 的 多项式 机 直 交 的 。 从 而 也 就 证 明 


{Ls} 是 关于 权 a 的 直 交 系 。 
六 如果 在 训 上 八 计 算 中 取 六 一 (ww), 则 


{ec Jde = CD 人 本 (Dale 
二 机 站 se- dr = (Cnt, 
从 而 可 知 标准 化 了 的 直 交 函数 应 该 写 成 
h(E) (re), 


3. Bermite 多 项 式 

所 谓 Hermite 完 项 式 系 { 囊 (Co ,就 是 在 区 间 ( 一 ce, oc) 
上 半 手 各 函数 e 汪 所 构成 的 直 变 系 ， 它 可 以 通过 如 下 的 表达 
式 来 定义 ; 

再 s(o) -en (OY Go)。 

将 上 式 右 端的 微 商 逐步 算出 ,就 知道 二 sg 是 兄 次 的 多 项 式 ， 
而 且 用 归纳 法 容易 证 明 它 的 最 高 次 项 系数 是 (一 2"， 

记 &=e 坊 风 (一 00) 一 ME 十 oo =0(=0, 1,2,..,), 
导 此 对 和 任何 次 数 不 高 于 名 的 多项式 下), 利用 逐次 分 部 积分 

中 工人 入 者 


法 同样 可 得 出 
全 e+ HV (wv = (— 1) "| ey (wy dg, 


因此 当 广 的 次 数 低 于 nn 时 ,上 式 右 端 便 是 零 , 这 证 明了 { 瑟 省 
确实 是 关于 权 e ”的 直 奖 系 。 

其 次 ,如果 在 上 式 中 取 玉 (ww 一 瑟 ,(2), 则 

[eH a (一 有 "| om de 
nl 
因而 标准 直 次 菠 数 的 形式 应 该 是 : 
A,(w) = -= 如 2) 。 

注 记 直 交 多项式 (特别 是 许多 特殊 的 直 交 老 项 式 ) 的 各 
种 性 质 的 探讨 ， 送 今 为 止 已 经 积 黑 了 极 让 富 的 文献 与 成 果 。 
许多 有 用 的 销 业 (定理 及 公式 等 等 ) 已 经 扼要 地 和 福 斤 在 
各. Erdelyi 主编 的 < 高 级 超越 函数 >(1953 年 出 版 , 有 中 译本 ) 
的 巨著 中 。 如 果 想 对 直 交 狗 项 式 的 诸 基 本 理论 及 应 用 作 进 一 
步 的 研习 ， 那 末 台 . Szeg6 的 经 典 著作 “ 直 交 劣 项 式 >(1938 年 
出 版 ) 当 是 值得 介绍 的 。 此 外 , 如 想 知道 直 交 多 项 式 在 机 械 求 
积 理论 中 的 许多 应 用 ， 建 议 读者 去 参考 了 HII Haramoot 的 
< 国 数 构造 论 ?> 一 书 的 第 三 部 分 ,在 那 单 ， 读者 会 见 到 中 况 完 甸 
的 讨论 。 


第 五 章 习 是 


1. 单 诛 子 波 国 娄 的 形式 为 了 一 ae-95 试 捷 下 列 等 精确 度数 据 决定 
参数 = 四 


上 有 L 号 ， 3 
J ， B.D ] .全 Ld D0 .74 0 .450 


| 


3 设 卫 为 向 锥 向量 ， Pi F393} "pw 为 直 交 疝 量 组 ; 站 广 了 fn 汽 耳 
关于 qr 9 -Pm 的 直 交 展开 ; 
Pe (i 


试 证 明 I FP ep ?0 
3， 证 明 三 角 插 值 多 项 式 可 表 刻 下 列 形式 。 


并 用 之 证 天 省 7(w) 连 续 可 自 时 辫 - (一 歌 收 鼓 于 六 的。 
[提示 ] 将 Fo 鸭 的 Bonrier 级 获 用 Diriohlet 核 址 示 之 。 
4， 于 依 权 2 平方 可 积 再 数 类 中 驻 证 其 范 获 满 尾 下 列 条 件 ， 
《iD 【> 站 一 | 站 并， 为 任 闪 糙 ; 
(ii | Dg 《anehy-B7EAKOBCEE 辣 不等式 ); 
《ii 直 十 中 宏 有 十 1 《三 角 趟 等 式 )。 
5， 斌 证明 直 交 函数 系 (0)， pot) rt 于 疙 数 类 图 
中 党 全 的 充 要 条件 是 , 对 于 任何 济 蒜 了 EE 如 车 10, 则 其 ourier 聚 
将 不 全 为 蕊 。 
§6， 试 证 朋 $6 福 记 中 的 COristoffel-Darbour 公式 。 
7， 设 Put 为 光 数 不 超过 半 的 秦 顶 式 , 试 证 机 
(CPslr), Entr, 1)) = Palh), 
其 中 区 ,ww 门 汶 梳 先 硕 式 。 
8， 试 求 |2] 关 于 Legendrs 款项 式 及 第 一 ， 二 光 JefFrrea 认 项 式 
的 展开 式 。 
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第 六 章 ，” 样 条 函数 逼近 


在 第 二 章 中 我 们 已 经 讨论 了 在 有 有 有限 闭 区 间 内 的 在 一 连续 
函数 四 多 项 式 一 致 逼近 的 可 能 性 问题 。 指 出 了 有 限 财 区 间 上 
的 任 一 连续 函数 ,都 可 以 用 窗 项 式 遥 近 至 任意 精确 程度 。 或 
者 说 , 多 项 式 类 是 在 整个 连续 西数 类 中 处 处 稠密 的 。 那么 在 
函数 站 近 论 范畴 里 ,是否 城 没 有 必 览 引进 其 它 通 近 工 具 了 呢 ? 
许多 事实 表明 情况 并 非 如 此 。 

首先 由 于 多 项 式 是 短 级 数 的 特例 ， 它 在 一 点 附近 的 人 性质 
就 足以 决定 其 整体 性 质 。 然而 ,， 自然界 较 大 范围 内 的 许多 现 
象 , 例如 物理 或 生物 现象 问 的 关系 却 往 往 芋 现 二 不 关联 .互相 
-市 型 的 本 人 性。 换言之 , 在 两 个 不 同 的 区 域内 , 它们 的 性 疾 林 以 
尝 全 不 相关 。 另 外 ,从 数学 上 来 说 , 例如 在 多 项 式 择 众 理论 中 ， 
由 入 个 插值 结 点 所 作 的 插值 多 项 式 是 一 个 % 一 1 次 的 多 项 式 ， 
它 通 常 可 能 有 wm 一 8 个 扔 点 ， 对 于 某 些 比较 平滑 《平坦 ) 的 函 
数 来 说 , 这 自然 是 不 理想 的 。 

本 章 将 要 介绍 的 样 条 函数 是 一 种 稻 段 光 项 式 ， 在 各 段 的 
多项式 之 闻 又 具有 某 种 连接 性 质 。 正 因为 如 此 ， 样 条 函数 既 
保持 了 多 项 式 的 简单 性 和 可 表 近 性 ， 又 在 各 段 之 闻 保 持 了 相 
对 独立 的 局 部 性 质 。 近 三 十 多 年 来 ， 拌 条 函数 已 成 为 最 有 成 
效 的 逼近 工具 之 一 。 

8 主要 介绍 样 条 函数 的 各 种 定义 以 及 某 些 基本 重要 的 
性 质 。 

为 了 理论 和 实际 计算 的 需要 , 在 82 中 我 们 扼要 介绍 了 
凸 样 条 及 其 性 质 。 

二 本 站 


$3 中 简 变 介绍 了 著名 的 Hermite 播 值 公式 , 它 可 以 作 
为 推导 一 些 样 条 函数 计算 诺 式 的 理论 基础 。$ 4 中 就 实际 中 
最 常用 的 3 次 祥 条 函数 的 县 体 计算 方法 作 了 夭 稍 详细 的 讨 
论 。 


8$I，、 样 条 函数 及 其 基本 性 质 


证 给 定 一 组 结 点 
一 ce 一 < Ly Wy O00 {1.1) 
又 设 分 段 函数 S(2) 满 足 条 件 ， \ 
”二 于 每 个 区 间 [y, #4] (一 人) 上，S 0) 是 一 个 
次 数 不 超 过 1% 的 实 系 数 代 数 儿 项 式 ; 


2” S(w) 于 (一 co, oo0) .上 具有 一 直到 nn 一 1 阶 的 连续 导 
数 。 ' 
则 称 % 一 8(o) 为 各 次 样 条 二 数 。 常 把 以 红 . 了 D 为 结 点 的 
入 次 禅 条 函数 的 总 体 记 为 9Gp er mp ww) 。 乓 ，… x 称 
为 样 休 结 点 

一 个 ( 奇 次 ) 2n—1 次 辞 条 函数 y—8(e), 如果 其 在 区 间 
《一 ce, 四] 与 [wx,， co) 上 的 表达 式 都 是 4 一 次 多 项 式 ( 并 不 
要 求 该 两 a 一 1 次 多 项 式 相 同 )， 则 特别 称 之 为 2% 一 1 次 的 自 
然 样 亲 函 数 。 以 巡 . 为 结 点 的 2 一 次 自然 祥 条 函数 的 总 
体 记 为 由 1 2 gy) 显然 

R10 Wa Py) TH gt Ea, 2 

下 面 来 给 出 样 条 函数 类 7, (my，ms,…, ww) 中 任 一 样 条 
函数 的 一 般 表 达 式 。 

对 于 任意 给 定 的 以 代 . 才 为 结 点 的 % 次 样 巢 滑 数 S(w) E 
I almy，mn，…，mw)， 根 据 定义 ， 其 在 每 个 子 区 间 多 ;，wwy4 直 
《j= 机 太 ) 上 均 为 一 多 惧 多 项 式 。 特 出 起 ，* 平 泽 区间 


» 


《一 co, 2 内 是 一 各 次 多项式 ,不 妨 设 该 密 项 式 为 pn(2)E Hno 
今 考虑 (8) 于 [wr, wa] 上 的 表达 式 。 由 定义 ，S (wm) 于 
[ez，za] 上 的 表达 式 仍 为 一 个 邑 次 多 项 式 。 若 设 该 和 次 密 项 
式 为 9, 《2 ， 并 考虑 下 述 有 次 多 项 式 的 性 质 ， 
Tm) 一 go 人) — Pn (WF) o 
按 m 次 样 条 函数 的 定义 ， pn 《9 与 名 人) 于 点 9 一 如 处 的 值 以 
及 工 阶 、3 阶 .一 直到 ”一 1 阶 导 数值 骨 相 等 : 
PR GP) 过 一 0 下 一下， 
亦 即 (ed 0 人 一 0 一。 
是 夸 w 一 后 是 各) 的 5 重 根 ， 即 wtw) 省 名 一 由) 这 个 末了 于 。 
由 于 ?fm) 是 一 人 4 次 密 项 式 , 所 以 存在 其 常数 01, 使 得 
DP) — O18)", (1.3) 
亦 即 
dat) — Fu) 于 入 光一 赔 Jw 和 
它 说 明 六 (四 于 区 间 [ms ws] 上 的 表达 式 怡 为 其 前 一 区 间 上 的 
表达 式 加 上 如 一 思 ) "的 某 一 常数 倍 。 这 样 一 来 , Se) 于 
《一 co0, tm] 上 的 统一 表达 式 应 为 


[中 ) ， — 00 pe, 
SO 一 , 
人 {pe 于 本 ( 训 一 外 和 LS。 5) 
为 把 入 .及 写 有 丰 一 个 统一 的 表达 式 , 引入 记号 
省 ， v0, 六 
2 (0, = | 0, sw<0， .67 


VF m4)™, 
旭 忆 :史记 示 的 总 加 又 可 紧 壮 地 表示 为 - 
. 凋 (g) = PalW) 十 全 wm) {i— OV) 
继续 采用 这 种 分 析 方 法 ; 呵 等 8 内 汪 茸 个 实 轴 上 上 的 表达 式 为 
和 


好 


S02) =p 0) +O (oe<o), (1.T) 


此 即兴 
定理 1 酝 一 S{w) En (wy Va, "*", x) 均 可 唯一 地 袁 
现 为 


8 的 pao) + ole od) (~oo<r<oo), (1.8) 


其 中 pntw) E 且 n 07(j 二 1，-…， 六 ) 为 实数 。 

显然 ,内 红 .8) 式 记 给 出 的 任 一 函数 Sw) 必然 满足 nn 次 
样 条 函数 的 定义 ， 也 即 So E .Yo mo *…， Sw)。 因而 定 
理 1 可 进一步 写成 

定理 2 为 使 人 (0) En wa …, mx) 必须 日 内 人 须 
存在 to( 仆 E 互 ,和 站 个 实数 oa oo *…, 0:, 使 得 民 . 引 式 成 
立 : 


SG =pe(0) + os od) (~oo<p<o0), 


定理 二 和 定理 2 说 明 函 数 系 . 
1, %, 他 ， 人 (2 — wD) 4, ny 《如一 省 本 {1 .9) 
构成 和 次 样 条 函数 类 ss aa '*…， mw) 的 一 组 茜 底 。 
因为 出 民 .2) 和 定理 多 可 知 , 任 一 SCo) EN sey ws, 
.…， x) 均 可 用 为 
S(w) -Te 和 (< (1.10) 
其 中 Pn—1 (2) 二 Ha lo 
当然 一 函数 8 人 do 只 是 满足 (1.10) 还 不 足以 保证 它 一 定 
十 一 个 自然 样 条 函数 。 因 为 它 在 [tx, 2) 上 是 否 为 一 个 n 一 1 
次 的 多 项 式 尚 不 能 保证 , 为 保证 这 后 ， 便 须 要 求 BCw) 于 
[ww， 20) 中 前 表达 式 
~ 168 .~ 


px 十 加 oo 一 or 


沟 一 mn 一 次 多 项 式 。 即 要 求 上 述 求 和 号 这 一 项 中 % 次 以 上 
的 方 每 项 之 系数 为 0 但 


So (wp— wo) 
os ee- 9 oe 
Zn—l /2 一 二 于 . 
这 pn{ ， je em, 
要 求 上 式 中 2", i Wm 的 系数 为 D, 色 得 
omj=0 (=0, 1, 1 n—1), (1.11) 
这 样 我 们 就 证 明了 
定理 3 为 使 SC8) 各 salwi wa …， Ww)， 必须 旦 具 须 
存在 p40) 扎 避 -i 和 满足 线性 约束 红 .11) 的 实数 01, v9,*……' 
dx, 慎 得 
Ble) —p sO) + elo) (—oo<w<o0), (1.12) 
下 区 讨论 样 条 函数 的 积分 关系 式 。 先 给 出 
定理 机 驴 (2) 由 综 .所 给 出 ,其 中 % 一 2 一 1 且 
Sm my ho (1.18) 
丸 设 (8) 满足 下 述 三 性 质 ， 
1° fr) EC Ta, BH FV) 于 每 个 并 区 恒 Ca ou) 
"区 DD - 


{3 一 由 ， 0 局) ($0—=&, ww+- 一 上 内 连续 ; 
2° fo 0 (r=0, 1 ho, 0) 
3° fa) Sm sat0) ~/ 6) Sm -58 一 0 一 0。 


风 
[ fw) 8 Cw) dm 
—(—D*(28—l)! Do (eo), C1.149) 
[证 】 逐次 采用 分 部 积分 法 ,有 
| FD CO De dm 


ba ( _ 1) r [FE DS DY — fe (a Str (a)] 
+ (I | fr (mY BD Cw) de, (1..15) 
按 条 件 3°"， 上 式 右 端的 阔 和 项 等 于 0。 因 为 六 了 D0(%) 是 一 
个 阶梯 录 数 , 志 以 (二.13) 右 端 积 分 可 旋 为 下 形 积 分 的 和 : 
«| fdomlf ms) ed), .16) 
其 中 避 是 号 (p) 于 (gr2) 中 的 值 ( 为 常数 )。 将 仁 .16) 
右 喘 部 分 对 宇 求 镍 并 重新 整理 项 , 给 出 
Sf Co) LB Dw —0) — SD 0) 
FOOBD DO FSDeT0), (17) 
按 条 件 3 ， 上 式 后 两 项 为 0。 丸 出 民 .8) 逐 项 微分 可 鸯 
SE Dot OD — Io 0) 一 【3 一 二 16 {1 .18} 
=1, 2, *", NN) 
综合 这 .15) 一 (1,18), 即 得 
™ il* 


人 fm (8)8m (wd 
=(—D | fs) a 
—S fl) [SD(m—0) — SD (ot 0)] 


= (D(a—D)! of (eo). 


定理 证 毕 。 
推论 1 菩 在 定理 4 的 条 件 外 ， 背 证 fw) 于 Wi 
处 绽 为 山 则 
| fH) smo) do 0 
推论 咏 设 样 条 结 点 由 民 ,13) 给 出 , SCw) 为 由 已 .10) 给 
出 的 自然 祥 条 驴 数 (m1), 且 设 fw) EO"iTe, 二 (wv) 
于 每 个 区 间 tw 24+1) 央 连续 总 一 由 hi MN) (m=, Wyri=b), 
则 
[fC Sm do (—D"an—D!Ofe), 
车 还 有 了 (20) 二 0G 二 1，…,W)， 划 z 
{fr 5m)d0=0, 
[证 】 因 汐 Sw) E 总 sai Va wy), 从 而 Sm wm) 
ES ta Ww), 
记名 开机 一人， 二 有 Wby 
由 定理 #4 和 推论 1 即 可 知 推 论 23 成立。 
对 于 自然 害 条 通 数 捅 值 的 存在 、 唯 一 性 , 有 下 面 的 
定理 亚 设 ln 则 对 和 任 屿 氏 定 的 Wi; Ya, py UN, 
存在 叭 一 的 目 然 样 厅 函 数 访 (0) 后 及 ao ta """, ww’#)， 值得 
» 172.» 


S (wy) — (j=1, wy N) {i 19) 
[证 】 出 党 理 3 为 证 本 和 定理 , 只 须 证 明 线 性 方程 组 


Pri0) + oso —o) gy (dl1, 0, NN), (1 .20) 


om -0 (k=0, -…., no—1) 


对 任意 给 定 的 E,…, yx 迪 青 唯一 解 。 由 组 代数 理论 ， 只 须 
证 明 与 忆 .20) 相 应 的 齐 方程 只 有 零 解 即 可 。 设 

‘Sow) E Morar, 0y) 
且 满 足 

Som) 0 (ff—1, ,WN), {1.21) 
到 设 So(w) 相应 寡 达 式 《 葛 过.19)) 系 数 满足 与 以 ,20) 相 对 应 
的 齐 方 释 。 考 虑 


cu) 一 | [Sm) J do, 


其 中 [mw 了 清 足 (1.18) 式 。 于 推论 2 中 取 f(w) -3(o) 一 
8So(o)， 并 利用 代 ,31) 可 知 


glo) -| [S99 Cw)]* do —0, 


于 其 SP wD0 (exwcb)o 
由 此 可 知 So(w) 是 一 个 次 数 不 超过 4 一 1 的 多 项 式 。 

到 由 红 .31), Sotw) 竞 热 于 六 (这 nn) 个 互 异 点 外 为 0, 是 故 

So(w) 0, 

定理 证 毕 。 

定理 5 从 理论 上 指明 了 自然 样 条 函数 插值 的 上 六 在 唯一 
性 。 这 村 仅 朋 重大 的 理论 意义 ， 而 且 在 实际 计算 中 者 一 定 的 
指导 意义 。 

下 而 介绍 自 热 样 条 函数 掺 值 的 所 谓 最 光滑 性 质 ， 它 是 芒 

TE* 


先 由 J. 总 Holladay 于 1 了 957 年 给 出 的 。 
定理 6 设 二 委 4 天 站 ， 月 
人 < 
双 设 8] 后 及 os ao wa ww) 是 满足 接 什 条 性 
8(o —y (fj-L, -MN) (1..29) 
拘 自 然 样 条 函数 。 则 对 任何 注 足 信 .28) 的 西数 fo)E 
rfa, 81, 


Fo) = (j=!, 0, N) 
必 有 有 
全 [sepaes< 人 | [Od (1.28) 


月 等 屿 各 当 了 了 (2) 三 St 时 才 成 立 。 
【证 】 和 禄 所 自然 样 条 函数 的 定义 ， 
Smyg) =0， 有 或 Pr 
为 证 红 .33), 只 须 证 明 


[tm a | [ym 0)]? do, © 
显然 
[reo] ow 
2 
+2f™ Sn (ww) F Fm (2) 一 i 【色相 fr。 
对 上 述 右 喘 第 三 个 积分 作 分 部 积分 ,得 
2 一切 于 本 ”ge 人 [Po 一 So)]aa。 
按 自 然 样 条 琐 数 的 定义 ，S (后 于 每 个 子 区 间 (oj， 罗 + 七 内 


为 常数 , 而 按 措 信条 件 , 了 (w) 一 So) 又 在 该 区 间 的 两 端 风 与 
“2 


wt 处 为 0。 所 以 上 述 积分 为 0, 即 
| ita) [Sm (Da 


+ cf") Sm ld Cl.24) 
从 而 不 等 式 了 .28) 成 立 。 
最 后 , 车 设 信 .23) 中 的 等 号 成 立 , 则 由 代 ,24) 可知 
fH) S00 (wevepy), 
从 和 而 Fo 一 S(o) EE 了 Hi 为 一 n 一 + 次 多 项 式 。 又 由 Cw) 及 
5(s) 记 满足 的 插值 条 件 , 这 个 n 一 1 次 终 项 式 于 入 (>n) 个 互 
异 点 处 为 0， 于 是 其 必 恒 为 0 部 /四 一 Bo) 定理 6 证 
毕 。 
若 于 定理 6 中 取 2=2 划 (1.28) 成 为 
了 Le" aas]. tf"? dro (1,25) 
我 们 知道 ， 一 个 函数 当 其 一 阶 号 束 较 小 时 ， 其 二 阶 导数 与 其 曲 
率 值 是 很 接近 的 
x /LY 
而 有 曲率 小 , 让 几何 上 理解 为 “平滑 ”当然 是 很 自然 的 。 因此 党 
称 自 然 样 条 函数 据 值 是 最 光 滑 smoothest) 曲线 插值 。 
下 面 给 出 在 理论 和 应 用 中 都 十 分 有 用 的 Peane 定理 。 
设 工 玖 示 对 任意 JeDJ ECO"[w 要 定 义 的 线性 算 子 


L0D- 访 | Ja .26) 


其 中 jr) 是 有 界 变 差 英 数 。 
定理 7 了 (Peano) 设 对 一 切 n 次 多 项 式 p(w) E 开 ,, 均 有 
CP) 一 0。 则 对 记 有 WD) E OMI 杀 ，, LC 认得 可 表现 为 


LIAISE .Ly 
Pi 。 


其 中 (一 一 [Ce 一 £4, 


cL 一 人 41 表示 视 其 中 Gs 为 ww 的 函数 而 被 五 作用 后 
新 得 结果 。 
[证 】 按 带 余 项 的 Taylor 公式 


Fo ~ D3 jn (9) eo) 


+ 让- [fe (otra (1.28) 
因为 
Ee) fers) -Dd 


叉 根据 Lp) =—0, PE Hs, 大 以 ; 作用 于 以 .28) 的 等 式 两 过 ， 
可 得 到 


50D -二 五 | 7eea(D (os dt, 
接 定理 候 设 条 件 , 上 述 积 分 可 以 换 序 而 成 为 。 

5 -Hf Lle Ds, 
定理 证 毕 。 


轨 身 称 为 证 函 L 的 Peano 术 。， 


推论 3 在 定理 7 的 假设 外 , 浇 术 区 () 于 [s, 四 不 变 号 ， 
则 对 一 切 Fe) E Omt[a, 村， 均 有 


TD -大全 Lam) (ecé<b), (1.20 
事实 上 ,对 (1.27) 有 端 应 用 第 一 积分 中 什 和 定理, 则 有 
TA EW (oct<d), (30) 
特别 地 ; 若 于 上 式 中 到 (wy 一 eat 可 知 


Lo) Oo+ 了 二 开国 az 


将 之 代入 民 ,80) 即 得 (1.29)。 z 
下 面 讨论 样 条 函数 的 插值 间 题 ,给 定点 列 
- Ed (1.81) 
试问 允 于 尾 意 给 定 的 一 组 实数 YY Ytntls 是 否 存 罕 
唯一 的 一 个 % 次 样 条 函数 8(@) Esty， mo,，"…'， wiy)， 使 得 
S(E)—y (j=1, 2, +, Nintl), C1:39) 
定理 昌 。 对 于 >0, 行列 式 
(一 
[Eo)* | = (Sa—w1) (Es— ma) (Ea — mm) >0, 


(én m4 (Ena) ~ (Ean) 

(1.88) 
必须 目 具 须 下 述 厅 等 式 均 满足 : 

Eco<E Cl, 2 (1.84) 
[证 】 对 大 进行 归纳 。 当 ~0 时 , 按 裁 断 多 项 式 的 定义 

和 行列 式 的 运算 规律 即 可 知 (1.33) 与 (1.84) 的 等 价 性 。 
今 假定 定理 8 对 行列 式 | (和 一 号 对 ?| 已 经 建立 , 而 往 证 

对 | (一 4| 也 成 立 。 这 须 用 到 恒等式 (本 章 习题 3) 

| (Ew | 

— [dadty, C1.85) 


让 
显然 为 使 | (8 一 4824| 为 正 的 ; 当 且 权 当 于 具 正 测度 移 全 } 空 
向 区 域内 | 过 一 机)+|，| (一 2) 寺 | 同 取 正 导 时 才 可 能 。 而 
由 归纳 法 假定 , 为 使 这 两 行列 式 基 正 的 , 仅 当 下 式 虑 立 ， 
-1<H<E dl, 2 WN), 


7 。 


zw C=1, 2 
即 bra eb Ooh DD 
出 归纳 法 妈 知 定理 8 成立。 
定理 8 是 一 条 十 分 有 用 的 定理 。 利用 它 ， 不 难 解决 
一 般 样 条 函数 的 插值 问题 以 -32 了 。 
定理 9 对 企 意 缩 趾 圾 gi fr 插值 问题 
(1.82) 均 有 解 ,必须 且 肉 须 i 
CBE 人 一直， {1 .86) 
并 和 且 在 这 种 情 沉 下 (1.82) 的 解 还 是 唯一 的 。 
出 定理 8 并 注意 在 区 间 俯 1, rx+d 月 ， S(tm) 本 表示 为 


"Sat 
此 相生 一 2 因为 播 值 间 题 . 
C1.82) 是 一 个 线 代 数 方程 组 ， 它 对 任意 { 吧 } 都 有 堆 一 解 ; 必 
须 且 只 须 其 相应 系 数 行列 式 下 等 于 0。 于 是 由 定理 8 可 知 ， 
为 能 对 任意 缩 定 的 一 组 护 ，%%，…， rnrm 岳 值 问题 {1.82) 
均 有 解 , 必须 且 内 须 民 .34) 形 不 等 式 成 立 。 俏 由 Easy 本 等 
美 系 式 , 可 知 此 时 必须 且 只 须 民 .36) 成 立 。 定 瑾 9 得 证 。 
定理 9 从 理论 上 完全 解决 了 ?次 样 条 画 数 的 搬 值 问题 解 
赐 在 在 性 与 唯一 性 问题 。 无 论 在 理论 或 实际 应 用 上 ， 它 都 有 
重要 的 指导 意义 。 
推论 4 给 定 揪 值 绩 点 
< < 
考虑 具有 点 个 样 条 销 点 的 4 一 mw 一 玉 一 1 次 样 条 函数 , 其 丰 
个 样 条 结 点 取 自 总 …， Eee 之 内 。 则 对 企 何 一 组 办， 
pm， 擂 值 问题 以 .8 皆 有 唯一 解 。 


= TR 


事实 上 , 在 上 述 推论 的 前 提 假 设 下 , 条 件 民 .36) 是 自然 注 
尼 前 。 


$B， 如 和 样 条 及 其 性 质 


设 
和 {2.1Y 
~ 土 co(w 斑 土 00), 为 自然 数 。 
定义 
Ml Y) = YL) - (2.2) 


狗 其 中 宅 为 参数 ， 把 Mr 作为 oy 扯 函 数 ， 考虑 其 于 y= oy, 
Wy in 外 的 + 阶 姜 商 MT to, 交 ] ， yy mh) : 
M8) — Ws wo, Pi, 7 Wn) 


a 
2 (2.8) 


2 = 性 Oy 
其 电 (0) 一 0) wn) 
显然 型 ko) 是 一 个 以 0，…， tn 为 结 成 的 % 一 1 次 样 条 
刺 数 。 并 且 按 鹤 叫 禾 项 式 的 定义 , 当 的 > 时 刑 ,(w) 三 0 又 
当 2<ao 时， (2 .3) 式 右 端 中 的 截断 号 “十 ”可 以 去 掩 , 而 使 
型 :ta) 是 一 个 % 一 1 次 多 项 式 的 ” 阶 差 商 。 于 是 由 差 商 的 性 
质 可 知 , 此 时 也 有 展 ,(%?) 二 0。 总 之 
型 :二 向 BE Lo, Ln] o (2.4) 
由 feano 定 娃 ,车 f(z2) 0O%， 则 
fwo, Wa ,Wn) 


= Mn, ef (Gwe (2.5) 
特别 地 ,车 取 了 (8) 一 wn， 则 可 由 上 式 推 知 
二 Mua, mo, ~, wn) dp 1 (2.6) 


9 秆 了 呈 ， 


定理 10 开间 (四 人 一 00， 一切 于 (wo, 0w) 内 恰 有 vw 

个 不 向 的 零点 。 特 别 地 , 有 
NM) 0, YEE (wo, po。 
【证 】 由 总 . 仿 式 , 知 
Mie) 一 天 (人 一 下 mA 《0 
反而 于 区 间 《pw am) 内 ， 开 sm)>0。 从 而 可 以 找到 三 个 局 
wo<w<ws 使 开 于 其 上 的 符号 依次 为 0， 二 省 由 中 亿 
定理 , 又 可 找到 四 个 点 和 < 二 绍 <o2<ar， 使 于 tz) 于 其 上 的 符 
导 依 次 为 0， 十， 一, 0 ( 变 号 一 次 四 …… 最 后 , 我 们 可 以 找到 
9% 十 工 个 点 和 到 得 天宫 天 < < 使 时 "(Cw) 于 其 上 的 
符号 依次 为 0 十 ， 一; 十， 一 0 ( 变 号 93 次) 削 一 
方 而 , 由 (2. 盈 式 ， 
Me» 一 (一 站 ra BS T+ 

基 一 条 以 2% 一 zo,，…, 为 顶点 横 举 标的 折线 。 该 折线 在 两 端 
后 处 99 一 0。 而 且 天 人 2 一 二 一直) 不 等 于 0 且 交 
错 变 号 。 从 而 如 (0) 恰好 于 (vo, wn) 内 有 2 一 2 个 剖 根 。 

因为 开外 (@) 于 (wo,， ww) 内 至 少 有 vv 个 互 异 的 检 ， 洁 它 有 
多 于 vv 个 撤 ( 重 数 计算 在 办)， 期 按 Relle 定理 可 知 型 外 汪 (9 
”的 报 和 多 于 9 一 2 个 {包括 重 数 }。 但 这 是 不 可 能 的 ， 定理 证 举 。 

由 恺 .3) 给 出 的 型 so 称 为 加 样 条 函数 。 

对 于 等 距 结 点 情况 ，Behoenberg 《1946) 还 绍 出 了 吕 样 条 

芍 差 分 表达 式 。 对 于 以 1 为 步 长 的 等 距 结 点 错 滴 , 他 绍 出 


‘ Mm) 一 元 全 (wa ov ow 


1 Bn l 
NT Oo (2.7) 
其 中 部 表示 nw 入 中 心头 分 。 
1 180 


Ja) 的 显 表达 式 为 
nn—T}lN, ty) 
r 0, 落 由 9, 
(e+ 号 ， 车 一 各 <w< 一 备 + 


(和 -(1)Jer 呈 1 ， 


2. 
车 一 号 二 Is 所 一 豆 十 2 


De 2 es 


状 而 一 所 “所 豆 ， 


L Br 0, 车 Do 


特别 地 ， 
0 当 w< 一 二 /2 
ao -| 1 当 —1/2<4<1/2, 
和 当红 3<w， 
此 人 处 还 须 加 上 借以 土 1/2) 一 1/2 的 要 求 。 
0, 当 vw 圭一 4， 
轨 十 1， 当 一 1] 志 ww 所 0, 
一 wl 当 0<e<1, 
0, 当 ”1s 


Mr) = 


(2.8) 


» TB1s. 


‘0, 
1/ ,By 
(+ 豆 ) ， 
ly 工人 
一) 一 本 (e+ 豆 ) ， 
1 S 3 
二 ) 
0, 
[ 
1 于 : 
+ 
Mm) 一 < 1 
6 
5 下 二 2 
0, 


它们 的 图 形 如 下 ， 


当 < —8/23, | 
当 一 8720< 一 172， 


当 一 172<p172， 


当 17/2<a<s8/2 
当 B20 


当 pe —2, 
当 一 3<g 实 一 二 


当 一 十 专 二 < 扫 0， 


言 (一 2 区 ?一 于 ( 一 e+1D85 当 0<w<l 


当 于 所 宇 扫 了 
当 3<owo . . 


自古 


下 面 来 计 论 一 1 次 样 条 函数 类 .9Y。 as(ea mm， …， wx) 的 
基 函 数 问题 。 由 定理 1 .alws, wa …， 2w) 有 下 述 一 组 基 
函数 ， _ 
1, 2 **., 上 (WO— 1 人 it (0— wr)", (2.9) 
它们 是 由 不 十 % 个 函数 组 成 前 。 
“由 于 实际 计算 问题 的 需要 ,下 面 来 指出 吾 样 条 的 一 个 十 
分 重要 性 质 , 即 它们 构成 了 .9 。aztpra，mm bw) 的 更 为 方便 
的 基底 。 
引 理 设 
< 
独 屋 ,wy 2 于 区 闻 (一 00, 的 ) 中 为 一 最 离 次 项 系 
数 不 为 怜 的 nn 一 ?次 名 项 式 ; 《一 力 生 (os，oa 人) 
于 区 间 (kw，sc) 中 为 一 个 最 高 次 项 系数 不 为 叭 的 wn 一 ” 次 儿 
项 式 , 并 且 
Mm 1, ta, ,Wr) 0 (wp), 
(DM, ey oo 0 em) 0 


»" ， 


f 证 ] 按 以 ,(w; 殷 定 义 和 差 商 公式 ， 


Maw; mo = 国生 了 各 二 (2.1) 


其 中 wr (wp) = (一 向 ) 0 — m0) (一 二)。 

由 截断 多 项 式 定义 ， 当 ozzm 时 (2,10) 中 的 第 一 式 成 立 。 而 
当 sw 吃 om 时， 如.11) 中 的 截断 导 “十 ” 襄 以 去 指 , : 因而 此 时 
(ai wi Wa) 实 为 w 的 一 个 多 项 式 ， 其 中 洲 个 ! 的 系 


数 是 
nC—l ya 区 请 pa —2 


1 wr (i) 
不 难 发 现 Da/ oo (em) 恰 为 2 的 7 一 I 阶 差 商 。 从 而 当 j=0, 
二 一时; 它们 次 为 0。 但 当 了 一 * 一 工时 ， 它 不 为 0。 所 
以 当 加 时 ， Mw drs Tyo, ***, or) 是 一 最 高 次 项 染 数 不 为 
0 的 % 一 r 次 多 项 式 。 
同样 ,只 须 注意 到 
CD Mee ty on WD) nD) 下 2 二 
则 可 推 知 引 理 的 其 它 结论 抠 喇 。 证 毕 。 
定理 坟 设 w 过 下 日 
B11 < 心 出 sw "yo 
下 述 下 十 个 祥 条 函数 构成 ily aa …, ww) 的 一 组 基 


国 娄 : “ Mh ee a 
Bile) = My ta, Das, WY 1, i pn 
Bnrilm) = Mm Re Wty, 1 NC—n); 


(2.,19) 
一 一 


地 一 工 i fo 
a dd 


rm 


Fr 


i lr 


【和 证】 因为 %~1 次 样 条 曙 数 类 (wa， yr)》 中 
任意 两 个 样 条 阔 数 的 随意 线性 组 会 都 仍然 属于 -1 (wy 
422，…，28w)， 所 以 它 是 一 个 线性 空间 。 由 于 (% 一 8 ”和 
(一 约定 一 二 放 ) 都 全 于 41， 2 pr 中， 所 
以 由 12.13) 所 承 的 志 十 和 个 画 数 Bilw),， Bz(®),， ,Byrn(w) 
也 都 是 类 zt, pa Ww) 中 的 函数 , 因为 它们 均 册 
{2 一 2 二 以 及 {8 一 各 中 "组合 而 成。 

定理 工 已 指明 sit Wo 32) 是 避 十 中 维 的 线性 
空间 。 冯 此 , 为 证 定理 廿 内 须 证 其 由 届 .13) 所 示 的 站 十 由 
个 函数 Bitw)，Bso (Ww) ，…，Bxinlw) 线性 无 关 就 馈 了 。 

和 没有 常数 ot，6a …，0wrn， 使 

GB1(®) 二 Tt 0 Balt) + OariBnrit Ty) + "+ 

十 By te) FowtriByritt) + "+ owtrnBrrn(t) 
. 三 0 【一 ceo<e< co) (2.13) 
成立。 往 证 


= 


Gi—ta = 6y4n = 0, (2.14) 
按 (2. 人 ，(2.10) 和 (2.12), 于 (一 oo, om) 上 考 央 (2.18) 式 可 
知 
人 1 再 41] 十 的 再 ww) tt on BO (~—o0<E<m), 
(2.15) 
由 引 理 ，Bi(8)，Ba (ww), ，Bntw) 分 别 为 最 高 次 项 系数 不 为 
0 的 ”一 工 次 ,9 一 2 次, …， 0 次 多 项 式 。 因 此 由 代数 基本 定 
理 , 可 推 知 . - . 2 
fi 一 全 一 一 站 {2.16) 


同 理 ,出 届 . 和 9， 避 .10)，(2.13) 和 (2.13), 可 知 


ONriB sari) 二 OyaByistt) 十 十 CynBytin(Y) =0 
(Vy <o0) 总 


» 8 


再 根据 引 理 以 及 代数 基本 定理 , 也 有 
GE 一 043 一 一 Cr+c 和 从。 {2.17) 
综合 (2.13)，(3.16) 各.17), 得 到 
Ori Brrit®) 二 :townBr(trm) =0 (~—oo0<g<o0), (2.18) 
又 由 届 . 和 9) 式 可 知 Bsrs(w) 的 跨度 ( 即 取 非 零 值 的 区 问 长 度 ; 有 
限 ， 所 以 当 pxr<2<ar 盾 (2.18) 式 成 为 
0 有 (2 =—0 {vy wy) ‘(2,19) 
根据 定义 
下 gi wl 
Baulw) 一 部 Wi Wy_n, “ee, Ww) -2 公开 二 
(wy — yl 
wy) 


其 中 ww) 一 (wt— oy) HO— wy) b 特别 地 , 
By (2 2 ) CD 0 


Dal (nw) 
于 是 由 (2.19) 可 推 知 


一 : 久 (BH1 Sy) 


Ow= 0 
这 样 一 来 , (2.18) 简 化 为 
Cnt+iBns1tt) to By 0 【一 so<wp<co)。 
(2.20) 
与 前 面 完全 相同 地 , 考虑 (wx_s, ww-1) 这 间 上 的 (2.20) 式 , 财 
可 推 知 ox-x=0。 依 此 类 推 , 即 可 最 后 得 到 
Gari— Ors™—""*—0x—0o {2.21) 
往 合 (2.16), (2.17) 和 (2.21) 可 知 B,(%), Ba(w), .…, Byralw) 
级 性 无 关 。 
于 是 由 瞧 性 空间 理论 ，Bi(w)，Bs(0),，，…，Bxynlwm) 构成 
宪 则 .Ya 玉 门 的 一 组 基底 。 定 理 证 毕 。 
推论 问 ” 设 ms 站， 且 


人 88 。 


i WI yy 
则 昌 样 条 阔 数 
By(w) — Ma ls By, Wr 7 Wen) (f=1, 2, 一 
线性 无 关 。 于 是 满足 
六) 一 由 只 要 WE (v1, Ww) 
的 任 一 SC(2) Exfe， oo …，2w)， 询 可 唯一 地 表现 为 


SO= 癌 opi(o)。 (3.23) 


对 于 自然 样 条 羡 数 类 isr-iteu ts，…， sw), 我 们 也 可 以 
引进 新 的 基 画 数组 。 设 
Mtr) =2 Yr) 
与 定理 11 完全 类 似 地 , 有 
定理 13 没入 23 且 由 <0a 居 < 则 下 述 交 全 
自然 样 条 函数 构成 自然 样 条 沙 数 类 R10 wa ur) 的 
Bilw) = My; 1, a, pp 一 

Brnlt) =—= Mm; mr Mrs ira) C=1, 1, N—25), 
好 = (— 1 wy gers “oe, Ww; W) (=1, +, Ek) 
{2 .28) 

定理 13 车 上 入 二 28, 和 的 区 < 且 穴 项 式 各 (2)， 
Yaw), "ry pr 是 3 一 六 一 1 次 多项式 奖 的 一 组 基底 。 
则 下 述 入 个 身 然 样 条 浅 数 构成 %iar-ikzi，ga，…， Bow) 的 一 组 


基 消 数 . 
Bw) Nt; M1 Mp 好 一 寺 ， 机 总 一 而， 
Byertt) 一 Pi 二 一 工 2x—N), (2.24) 


五 Hi) 一 《一 工 ) i,, ”人 vw) 地 一 工 , ey N—ko 
定理 13 与 定理 18 请 读者 自行 证 明 , 此 人 处 不 氢 开 列 出 。 
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定理 9 指 击 了 样 条 函数 择 信 问题 忆 .33) 解 存在 并 有 唯一 
的 充分 必要 条 件 ; 播 值 结 点 人 -31) 与 样 条 缚 点 4 过 ps 之 … 之 sy 
之 间 , 必须 满足 位 置 分 配 关系 (1.36), 即 
EM 人 一 Nye (2.25) 
然而 当 42.25) 满 足 时 ， 为 了 求 得 满足 插值 条 件 (. 32) 的 样 条 
焉 数 六 (ww)， 必须 求解 下 述 线 代数 方程 组 
8 (6) ~ a 
= C=1, 2, ++, Ni-n+1), ‘2.20) 
容易 着 出 该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 不 是 稀 玖 窍 阵 。 方 锥 组 
《3.36) 有 时 甚至 是 病态 前 。 
为 了 避免 出 现 以 上 不 理想 情况 , 我 们 经 常 采用 B 样 条 作 
为 22, mm，…，on) 的 基底 , 转 而 来 求解 一 个 新 的 线性 方程 
0B ~ {$=1, “+ B+ni1y), (2.27) 
由 于 BB(w) 的 支 集 的 有 限 性 ， 此 时 系数 年 阵 就 不 会 出 更 以 上 
情况 了 。 
关于 这 一 方面 的 进一步 讨论 , 读者 可 会 考 工 .DL. Behuma 
ker 发 表 在 本 NN， 了 .Greville 所 编 文 举 ‘Theory and 
pplioationsg of Bpline Funotiong”，87~102 页 上 的 文章 。 


3，Hermjite 插值 公式 
为 了 下 面 讨论 以 及 今后 应 用 上 前 需要 ， 本 节 将 介绍 一 种 
上 其 有 重复 ) 缚 点 的 多 项 式 播 值 方法 ， 即 Hermite 播 值 方法 。 
设 
， 和 (3.1) 
YE R=0, 1 eo0, tp— ls Fl + 8) 为 事先 指定 的 实数 值 ， 
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其 中 中， 拘 为 正 整数 ， 
Co 一 nl, owl (kl, 8)o (8.2) 
今 窝 构 造 一 个 % 次 儿 项 式 Ptw) & 二 ,使 之 满足 插值 条 件 
POOga = R=0, we, oe—l1; Fm, 1 $0 (3.8) 
为 解决 插值 问题 (3.3), 最 直接 的 办 法 是 采用 待定 系数 法 
或 者 求解 由 (3. 引 所 确定 的 线性 方程 组 。 

此 处 我 们 报 采 用 Lagrange 插值 中 枸 造 基本 多 项 式 的 类 
亿 办 法 来 解决 Hermite 插值 问题 (8.3)， 构造 一 批 次 客 项 
起 

人 一 2 8 E00, oe, ow—l) 
使 之 满足 
0 1) (3.4) 


利 
pp 0， 当 及 志 背 靖国 
7 人 (oO 人 hk 0 m1) (8.5) 
只 要 上 述 问题 一 解决, 则 % 次 多 项 式 
Plo) -DF yrn ls) (3.6) 
就 必 满 足 播 信 条 件 (8.8)。 


以 于 集中 来 构造 Carsko 。 由 妇 . 必 和 人 .七 可 知 
下 一 wo— Ba) tw — ow) 
“OB) h(t), 
其 中 加 (2) EE 囊 4p-1 是 某 m 一 5 一 1 次 多 项 式 。 若 邻 
OV) We pO— wy) 
则 上 式 可 缩写 为 


TO 一 一 。 (3.7) 


(vw— mr 
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为 确定 号 (的 还 须 利 用 条件 避 - 切 ， 而 得 
Ln(e) = [L+Ho(o oi) +. (3.8) 
比较 (8.7) 与 (8.8), 有 


tpt -二 人 (wj 一 二 


因为 txtw) EE 五 wps 所 以 它 必 定 是 函数 志 5 一 于 
z 一 所 处 Taylor 屡 开 的 前 m 一 项 和 。 若 把 这 om 一 项 和 记 
为 
工人 一 的) 用 (Ge 一 下 一 3 
-站 | CY 近 f 
刚 由 (8, 人) 式 , 应 有 有 


.Ce Cd 
Lmtw) wm) kt | wy 1 


全 


从 而 


F 8 T gs 一 并 | 
Pe) 一 从) 2) Sy 


LO— gp) Fer 
(tO— face 一 不 一 二 3 
xi ]。 (8.9) 
者 于 (. 妥 中 取 y= (ew) (R=0, 0, 8 一 1; =1*…， 
助 ， 则 相应 Hermite 插值 儿 项 式 为 
Plw) = 号 Do 加 


LP) ™ 
(Wa) 一 下 一 1 
x ee 二 |]。 (8.10) 
人 酌 i 届 有 = 一 … 一 ou 一 1。 草 插值 问题 83.8) 就 是 通 
常 多 项 式 插 和 值 问 题 。 此 时 , 按 定义 有 


Ea -ty 


" 490 » 


技 WP) 一 (人 一 3 一 0 
相应 于 (3.10) 的 Hermite 插 什 多 项 式 恰 为 一 般 Lagrange 揪 
值 多 项 式 


_3 人 ) 
P(O) -Bf Ny 
例 2 设 仅 有 一 个 « 重 的 结 点 % 一 26 则 (2) 一 (% 一 0)" 


而 相应 Hermite 插值 多 项 式 恰 为 了 习 于 w=g 成 附近 aylor 
展开 式 的 部 分 和 


Pl) = fm EF 


例 3 没 而 ="… 二 6% 一 2。 则 与 (3.33 相应 的 Hermike 播 
值 问题 为 求 n 一 28 一 1 次 多 项 式 P(2), 使 之 满足 
Pe =—F (on), 
P(g) 一 产 (at 
这 个 特定 的 Hermite 插值 问题 的 攻 何 意义 在 于 使 插值 多 项 
式 不 仪 通过 给 定 的 型 值 点 (ee Fl) ) 如 一 1， …, 9), 而 且 在 
妖 一 ai 一 + 3) 处 与 曲线 y 一 f lw) 有 相同 的 切线 。 
六 推导 相应 Hermite 插 信 公式 , 记 
GC) 一 《多 一 (YO— ge), 
出 to] = [top 让 
交 2 [a ca | 


_ 一 1 _ 工 3 一 [Ts 
又 因为 olw) ofaoy 2 CSE “0)t 


C=1, ", Wo (3.11) 


Ei 1 ok 
sae] [om] fowl 
故 由 (3.10) 式 , 有 
sa DL.: 


五 (好 ) -> CS 让) 


CCW) (WO— 


x[7eo (FS wed) ) +7 (od) (wm)], 
(3.12} 
更 特殊 地 ， 当 8=2, 有 上 且 os 一 wo 一 2 时 ， 相应 插值 公式 为 下 
述 3 次 多 项 式 
P(e) —f (83) (1—2 2 ) (2 ) 


V1 — Wa “V1— Wy 
tf (0) (w—m) (2—2.) 
Hy) (12) 人) 
ap 从 一 旭 1 上 
， Foa (w—m) (EE) 。 (3.18) 
这 是 一 个 非常 重要 的 Hormite 插值 多 项 式 。 它 所 刻 划 的 昌 
线 y~ 卫 (w) 是 这 样 一 条 曲线 ， 其 在 区 间 [es, ws] 两 个 端点 处 
不 仅 吉 过 曲线 = 了 le) 上 的 点 (pt 了 aa) 与 (oa (to)), 而 
且 与 y=f(w) 有 相同 的 切线 。 

Hermite 揪 秆 公式 (8.12) 的 误差 信 计 请 读者 自行 给 出 
(见习 题 站 。 


$$ 和， 三 次 样 条 插值 的 计算 方法 
三 次 样 条 函数 插值 间 胡 , 除了 可 以 采用 B 样 条 作 基 央 而 
直接 求解 外 ,还 可 以 直接 用 下 述 方 法 米 求解 。 
设 绍 定 一 区 闻 [s, 51; 上 且 
区 二 Wi < Dy 

任意 纵 证 一 组 ye， 入，…， gr， 要 求 构造 一 个 

站 的 SR th Ws 

3 ‘Er 和 : nae 人 A ~ dy 

| A 


* J92， 


使 得 
Sw) = (一 0 二 (4.1) 


售 以 型; 砷 示 向 {wy) 《一 i, "yp N)。 由 于 局 (go 为 分 
- 段 83 深 多 项 式 , 所 以 "(9) 在 区 间 [wj-zs oo] 上 为 一 线性 函 装 。 
因而 它 可 由 过 4 并;-10 与 8， 六 站 两 点 的 线性 插值 函数 


SV (0) — My 


+ (Wi) (4,2) 
4 


所 决定 ， 其 中 思 

为 了 最 后 求 出 有 fo 在 [eu gH 上 的 表达 式 ， 具 须 对 
《4 .2 式 积 分 两 次 , 并 定 出 积分 常数 就 能 了 。 

当 4E [7 2 


-OPE 直人- 
hy Gay 

MN Mh So— Yi 

十 (gi 6 ) hy 七 (9 如 ) Fy 
{4.3 

’ (gj— 2 (py) 
站 (0 NH SF . + 六， 2 

十 归 二 1 M,C— 2 yo (4.4) 


由 性 .3 可 知 ， 为 求 S(@)， 关键 是 设法 确定 各 个 于 /(j 一 0， 
用， NN), 而 汐 了 求 得 和 摆 个 笠 ;(j 了 一 0， I, oe, VN), 必须 可 


用 样 条 结 点 处 的 光滑 连接 条 和 锌 
Sw —0) = Sw+O0), (4.5) 
按 {4.4)， 有 


Ln 
下 。 193 ， 


Bo 人- 轴 天 十 大于 十 台 一 1 
6 坊 
, hse 记 i 
SM (w+ 0) 一 一 一- rs 十 0 , 


由 性 .5) 可 得 连续 性 方程 
各 下 人 十 2 Mr 


I 一 -主人 G=1, :+, N—i), (4.0) 
于 


十 工 
它 维 出 了 襄 十 二 个 未 知 数 手 /(j=0, 二 入) 的 站 一 上 个 方 
程式 ， 按 它 尚 不 足以 唯一 确定 型 ;地 一 0 二 …, 到) 。 尚 须 补 
充 两 个 “边界 条 件 ,这 有 下 述 几 种 情形 : 
( 工 ) 假定 Se] ,87(6) 一 的 。 于 是 按 前 面 公 式 ,可 
得 方程 


aM + Ni -了 (得 各 一 名 ) 
1 1 (4.7) 


6 N OY 
w+ (#2), 
(2) 假定 如 ,=0, 开 x 一 0 这 相当 于 自然 样 条 天数 的 条 


性 。 
无 论 (11 ) 或 (2), 均 可 概括 为 
2 0 ho = eh, 
{ay 2 y=dy, 4,8) 
I 入 记号 
hy 一 天 中 坚 -一 ， 1 一 一 入 (一 二 N—1i), (4.9) 


则 好 .的 可 以 改写 为 
,194. 


pH 十 2 | 十 让 i 


[Cys1— 入) /hyrt| 一 [gy— yD) /hsl 10 
中 hist dir (4.10) 
(一 N11), 


所 以 由 人 生 ,8), (4, 夫 ) 确 定 的 线性 方程 组 为 


区 mn No 
Hi 2 加 (0 NM 
Ha 2 ho Ms 
La 2 AN My 
0 pw 2 Mu | Ms! 
Hy 2 My | 
do 
dh 
一 | : (4.11) 
| 
Ty 


其 中 由 习 =1，，…, 六 一 轧 表 示 (4.1D) 的 有 端 项 。 

一 个 二 次 样 条 阔 数 (2) Entwo, aa wy) 如 果 满 足 
条 性 

SPD SPD 0 j=0, 1, ,nm—1), ‘(4.12) 
则 称 之 为 以 2 一 e 为 周期 的 扣 决 周期 样 条 应 数 。 显然, 对 以 
b 一 a 为 周期 的 8 次 周期 样 条 函数 求 说 , 应 该 要 求 (4,10) 对 
4- 六 的 情况 也 成 立 。 如 此 再 注意 到 这 时 的 冲 , 一 站 sy 人 性质 ， 
而 把 .I0) 中 的 玉 o 换 成 疾 w,， 则 相应 于 3 次 周期 样 条 函数 
鸥 方程 组 为 


电 19b 县 


2 hl 心 宙 0) Hi NM 1 Ri 
0 es 由 3 心 VY 实 Ty 
” : -i : ， 
0 2 MXr 0 || Mys) | as- 
0 中 0 Eni 2 MN1 NH NW dy_4 
My 0 = QO yw 2 My Gx 
(4.18) 
其 中 Mo— My, Ny Ky—1— hyo 


线 和 代数 方 程 组 (4.11) 常 可 采用 和 追赶 法 来 求解 。 而 方程 组 
(4.18) 则 可 把 型 先 作 为 参量 ， 求 解 其 中 前 六 一 二 个 方 释 中 
的 六 一 个 未 知 数 天， 于;,，…， 夺 yi (其 解 依 束 于 半 y)， 然 
后 代入 最 后 一 个 方程 以 求 册 胡同 时 人 3， 弄 3，…，AMy-z 也 
随 之 确定 了 。 

为 使 读者 使 用 方便 , 下 面 简要 介绍 有 关 县 体 计算 程序 。 

《4.1 是 一 个 以 三 对 角 和 矩阵 为 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 
组 。 其 一 般 形 式 为 


a 0 + ) 中 
| ba ba () 上 ds 


ca ba os 3 Us 
和 : = : 1 (4.14) 
人 1 Bn-1 On—1 加 tal 
dn bs 证 p dn 


其 计算 程序 为 先 形 成 {gx} 和 {ew}; 
-10 « 


gy — — Cp/ Dy, E=1, 9 (4.15) 
We— (Gr pty /pe 《一 个， 
然后 按 下 述 关 系 式 肥 一 推算 各 2 的 值 : 
人 (k=1, “py %—1), (4.16) 
出 as 一 hyo 


方程 组 (4.13) 的 一 般 形 式 为 


Bn CIN ff 1 tf 
[ b, cx | 人 3 da 


. 站 看 Ep ， : 一 : (4 ™ 工 六 
| 0 Cn_1 Dn- Cn | 六 4 1 | 
站 Cn bs, i, 号 


其 计算 程序 为 先 按 (4.15) 计 算出 {px}，{9x} 各 {wm} 。 青 按 下 
述 公式 算 则 {ty} 和 {tw}， 
Bh — — TEBE_1/ Dy 《so 一 1), 


| 一 xl- 工 十 5 (go—0), 


ty = Fett By (tr = L), (4.18) 
Ve V1 《一 号。 
接着 从 方程 
Gn (tn V1) 十 Ga bs_10p Vat) Tom (4.19) 
中 解 出 ws。 最 后 由 递 推 关 系 式 | 
Fy =ti Ue E11 (4.20) 
他 个 求 得 qi， *…， io 
应 该 指出 , 此 处 在 推导 8 次 样 条 揪 值 时 , 态 是 从 其 2 界 学 
数 为 线性 画 数 这 一 点 出 发 的 。 当 然 , 我 们 也 可 以 从 特殊 形式 的 
Hermite 揪 值 公式 二 .13) 出 发 来 建立 3 次 样 条 揪 值 的 一 类 者 
的 计算 方案 。 这 一 工作 留 给 读者 作为 习题 去 完成 。 


+ DF 。 . 


直面 介绍 等 距 结 点 的 3 次 自然 样 条 画 数 &oE 
名 sw 的 一 种 计算 才 烙 。 此 时 
的 一 出 1 十 《7 一 工 ) 太 下 一 2 一 和 《一 *, NY 
面 于 区 疝 [zw 2 要 上 六 (的 泰达 式 为 


SL) 一 (y— Mt < 二 
+ 六 NM (43) + 人 Mis (SS)。 
‘4.21) 
相应 连续 性 方程 为 


和 h2 3 、 
ra 十 4- Mt A 了 ra 


(7 一 2，…， WN—1), (4.29) 
其 中 63 六 22 芥 中 心 差分 总 i 三 加 4 一 2Y: 十 yio 而 38 有 阶 自 
然 样 条 函数 的 边界 条 件 为 


Hi = My=0, (4.23) 
《4.22) 所 示 线 代数 方程 组 为 
410 i 和 5, \ 
EM ? 
1410 Ms drya 
| =! ; | (4.24) 


ha 
0 1 4441 Ms Syy_sa 
9 


0 1 4 1- Mys) \6%yw 


今 将 (4.34) 最 后 一 行 的 一 41/4 倍加 到 倒数 第 二 行 , 使 倒数 第 
二 行 的 主 对 角 线 上 方 的 元 素 为 0。 再 从 这 个 新 的 倒数 第 二 行 
出 发 ， 把 倒数 第 三 行 主 对 角 线 上 方 的 元 素 变 为 0。 一 直 这 样 
. 198 . 


作 下 去 , 即 可 将 (4.24) 变 形 为 
ws 0 da 
0 


1 Na "* dy 


HH- : | (4.25) 
0 * a 0 dy_a 
1 ow ty 


Hi 
其 中 M= 人 CMs, Ms, ~ Ms, Mi)", 


=a—l/e 1 (j= 1, 2, +), ow 一 千 
Di- ow 二 一 让 一 六 上 一 六 8), 
Wy = Syy_10 


(4.26) 


若 和 定义 
of 一 CH (4.27) 
出 由 《<.26) 可 推出 递 推 关 系 式 
Bi der ji 加 一 机 qi1—1), 


bri Ryo 


于 是 人 4.2 门 及 可 以 改写 为 
Wm/ 《0)。 (4 ,28) 
文 由 (和.26) 可 推 知 


Hyatt ED' (Es) 3 和 


即 Cw_dla 一 p>: (—1)'gw_r_ad? ra 
忆 之 代入 (4.25) 的 第 一 个 等 式 , 并 注意 以 .38) 即 可 得 到 
三 好 一 3 (和 村- M,) 一 豆 《一 IY Ty (4 .29) 
由 它 算出 二 然后 由 连续 性 方程 (4,.22) 和 边界 条 件 (4.23) 
" DB + 


即 可 计算 出 其 它 各 (j=3, 和 …, 下 一 分 。 因 为 -全 W 出 


现在 (4.,231) 中 ， 若 把 它 直接 作为 未 知 数 就 可 以 减少 会 入 误差 
并 节省 计算 本 的 存 贮 量 。 


前 若干 个 中 的 值 可 列表 如 下 ， 
| 3 5 6 
a 15 53 | 3911 | 1086¢ 
江 40545 ft 151316 | 564739 二 2107560 | 7865581 rn | sr 29354534 
cy -525870529 | 5694626810 | 21252634831 


秽 “给 定型 值 点 


雪 1 24 2231 .0 | 208. 0 211 .3 321 .5 | 220.,0 


216.0 | 219.0 1 281.0 


采用 上 述 方 法 人 馆 ==1), 可 求 埠 
Ms—40545 (二 Ms) -73345。 


其 它 -人 Ma …， -人 Ms 等 则 可 按 递 推 关系 


等 Ma 一 4 人 (全 (全 -2 9) 


而 逐一 计算 出 来 。 而 六 (po) 于 各 子 区 间 上 的 天 达 式 也 可 随 之 
用 性 .2 了 ) 表 出 。 
二 如 于 区 间 [1 为 上 , 六 (2) 的 表达 式 为 
Sp) 一 工 .806511208 —5.4195386% 一 19 .3869776e 上 76。 


让 00 


第 六 章 习 题 


1. 试 证 若 # 深 样 条 函数 SrY €E Sh LL Ts py zw 漠 足 
tw) 一 小 当 w 寺 和 yo 
则 除 有 (go 三 太一 ce<g&<so) 的 情况 外 , 必 有 


Np+2 
2. 斌 证 
| 一 站 j=1, 2, ro) 
必须 且 只 须 Er acmt: Cml, 2, ,tm)o 
3. 证 册 


1 一 区 和 一 一 ts 


Dt 


[提示 ] “两边 宛 全 展开 , 用 4 与 表示 [1, 多 …, 9] 的 排列 , 则 可 得 
DD HE ra = BL 


x | " [Bc (Es— $y) yn — To itdtno 


Deh mth 
并 注意 ， 
和 BD ee ead dedi 
rn 
I | (étatso 
4， 对 于 以 工 为 步 长 的 等 距 结 点 情况 , 利用 (3.7》 式 证 明 
Wao = MC 
Mi? 2) OM vt) (Oveeh 1), 
5. 证 明定 理 12。 
6， 证 有 明定 理 13。 
7. 设 关 Dx) 于 [a, bj 上 连续 , /9(z) 于 Ca, b) 内 存在 ,又 设 
站 
斌 证 由 8.12) 所 示 的 Hermite 插值 多 项 式 了 (2) 一 Pw-1(w) 有 如 下 
的 误差 估计 ; 
“201 ， 


Fle) — Pa ale) ~ A Lo Ce) 


= 
3， 试 从 特殊 形式 的 Hermite 播 值 公式 (3.13) 出 发 , 推导 3 次 样 条 
赣 数 插值 的 计算 方案 。 


+ B02 + 


第 七 章 非 线性 逼近 


考虑 请 数 log ti 十 儿 的 捞 近 问题 。 它 的 Taylor 展开 式 为 
logG+ 力 一己 (-D*: (—1<wel)。 


如 果 记 上 上 式 右 端 前 8 项 和 为 卫 ,(@), 则 显然 了 ,(%w) 可 以 作为 
Jog (i 十 双 ) 的 一 种 近似 。 这 种 下 近 误 差 的 分 析 , 完全 机 以 利用 
人 Taylor 公式 的 余 项 售 计 来 进行 。 由 连 分 式 展 开 的 方法 ， 
jlog 刀 十 吵 又 有 如 下 的 连 分 式 展 开 式 : 


jp Tp Sy 2 
信人 一 工 二 -有 二 -有 十 -人 二- 囊 二 


:经 过 具体 计算 不 难 算 出 它 的 前 和 个 渐 近 分 式 依 次 为 
2 


Rw) 一 Dr 
_ 60%+ 6027 .+ le3 
Pst) = To Tm ge 
Ri (0) -420%+ 630% + 260w + 25 


450 十 84 十 54022 十 12002 十 Go > 


可 以 具体 算出 , (ww) 的 展开 式 特 含有 函数 iog(lHo)y 之 
"aylor 展开 式 的 前 23n 项 和 了 (2) 。 下 面 我 们 来 比较 及 人) 
与 全 slw) 的 通 近 误差 。 设 以 sz 与 好 和 分别 记 本 (人 ( 鸭 与 下 ao) 
同 logis 之 间 的 误差 ,并 取 w=1。 它 们 误差 的 对 上 比 , 如 下 
走 , 、 


* 3 +， 


Bn {12 BR 


0 .887 D026 
0 .09231 D .00084 
0 ,6893122 0 ,O0025 

0 .69314442 .00000076 


(log2 一 0.69314713…) 。 
ist1) 的 精确 度 竟 比 Ta 人 dl 的 精确 度 高 几乎 10: 倍 。 这 说 明 
开展 茶 举 函 数 的 有 理 慎 近 或 一 般 非 绕 性 带 近 的 古 究 是 很 有 必 
要 的 。 


1， 非 线 性 一 臻 各 近 


Rs (2) -站 各 (1 


其 中 Pu(o) E 再 Qlw) E 五, 分 别 为 * 的 m,n 次 多 项 式 。 
设 Bo (由 是 胎 约 有 理 分 式 , 即 Pu (2) 与 Q,(w) 互 质 。 

， 设 了 (e) 是 有 界 闭 区 间 [e, 引 上 的 连续 函数 。 定 义 偏差 省 
数 了 (2) 一 Bo,s(w) 的 绝对 值 的 上 确 界 为 Ra.n(w) 与 1 (8) 的 最 大 
偏差 ,简称 为 偏差 ， 

4GRo = gap | 了 一 Rs。 .2) 


又 定义 量 
pmn(f)~—inf sup | 了 (0 ~ Bn,nl®)| (1.8) 
为 了 .二 ) 形 有 理 分 式 类 {Rmnlw)} 对 给 定 范 数 了 lw) 的 最 住 示 
刘 或 最 小 偏差 。 
关于 偏差 的 下 和 界 估计 ,有 


定理 1(Vallée-Poussin) 设 儿 项 式 A(2) 一 Qype"m* 十 -… 
十 Go es Rw) 一 bot tr hi 互 质 ,其 中 0& wm , De 


+ 号 


Co 于 人 。 且 设 
Rr) — A /Bm) 
于 [a 六 区 间 上 为 有 穷 , 差 函 数 疙 mo 一 Bw 在 [4, 人 中 的 局 
列 
人 
上 以 正 仙 交错 的 符号 取 蜡 了 寻 0 的 值 
Ms — Na, 《一 防区 
k 下 病假 定 各 个 为 汪 = 加。 而 且 六 = 十 % 一 dd 十 23, 9=mint{p, 
»， 则 对 每 一 形 如 民 .1 的 函数 {2%), 恒 有 
A nin {hs, ha, *%, hy}o (1.4) 
当 Rw) 二 0 且 入 一 加 十 2( 即 4 一 mn) 时 ,此 不 等 式 仍 然 成 立 。 
【证 】 采用 反 证 法 。 假 郑 存 在 一 个 形 如 (1.D 的 浅 数 
全 (%)， 满 是 . 
A < min{h, hs, “+, Aw} o 
考虑 差 
条 (二 = — Rs) 
-LF — RI 一 [7 — Rr] 
显然 《1 7 (ga), 一 Cw) 不 综 于 0 且 正 负 交 错 蛮 号 。 由 
于 17(2) 于 [a, 的 上 连续 ,根据 连续 函数 的 中 癌 值 定理 ,me) 于 
Cw 全 内 至 少 有 访 一 1 一 9% 十 hn 一 9 十 个 零点 。 然 而 
DP) QT) — RO =v (2) /uw) 
中 分 子 V 吕 的 次 数 志 maf 十 一 所 ， 和 Vw 十 和 % 一 下 宙 十 向 一 戌 。 
从 而 必 有 (2) 三 0， 亦 即日 (zw?) 二 R(w)。、 此 与 定理 假设 相 承 
盾 , 是 故 定 理 得 证 。 
定理 2 在 所 有 形 如 (.D 的 有 理 芬 式 中 , 至少 存在 一 个 
有 理 分 式 @(w)， 使 得 
: A = min, a 


【证 】 只 须 证 明 存 在 形 如 人 1.1) 的 有 理 分 式 @(2), 使 得 . 
4(@) ~pmnlf)。 
下 面 我 们 将 具体 地 构造 出 Q(w) 来 。 按 下 确 界 的 定义 , 存 
在 无 穷 画 数 序列 {Qi(a)}， 使 得 
lim 4(@9 =pm,n(f), 


Bo 有 十 gd 十 -二 
其 市) 一 


Bi pi 人 = 二 2，…)。 
我 们 来 证 明 相 应 的 系数 gn(j = 一 0, 二 …, mm%) 也 是 有 界 的 。 事 
实 上 , 设 
A <H =1, 3 0)， 

又 朗 三 ,E39 os 为 (ea 及 内 给 定 的 互 异 点 , 则 对 其 中 尾 
一 谨 怠 人 有 

| go 4 mt 

| Pot pn 


Tod” TI 二 Wo 
| | + FE)| 


<M+ max | 了) |。 


从 而 有 正常 数 五 存在 , 使 得 
gog” gt™ + gm <E, 
由 于 多 项 武 ge 上 Ga 十 十 gm 于 mm 十 二 个 点 EEa, 
#mtt 处 的 值 是 有 界 的 ,比方 设 它们 依次 为 加， 机， Le 
则 按 钱 性 方程 组 
Got? gE et m= by (j=1, 2, 二) 
可 以 解 出 gi 的 一 个 表达 式 G=0 ,加 )。 旺 然 可 知 这 些 
2 一 0 … 5 2) 均 有 界 。 
: 20 。 


< 


由 于 or 人 一 0 pm 和 qnQ=0, 5) 有 界 , 根据 
Bolrano-Weierstrass 定理 , 在 有 理 分 式 序 列 {Q&&(%)} 中 可 以 
选 出 菜子 序列 (不 妨 仍 记 为 ) {@:(w)}， 使 

Dm pn 一 0 lim gu=o 


作 (1. 儿 型 有 理 分 式 函 数 
Rom 十 并 十 十 
Po) og om Tt to 
以 下 往 证 4(P) 一 max Go) 一 PC | 一 pan( 用 。 
因为 PC(w) 只 可 能 在 有 限 多 个 点 处 变 为 无 穷 ,而 在 [w, 强攻 他 
的 其 它 点 2 处 ,显然 
lim Q(%) ~ P(®)。 .5) 
所 以 
[PO lf | 二 | 了 人) 一生) | 十 | 全 (人 — PC)| 
< mar |f (2) | 十 4 十 sto 


即 除去 可 能 在 有 限 个 点 处 不 满足 外 ,总 有 
|P(W ISN = max if (WW 十 型 。 


从 而 上 式 于 区 闻 [s, 如 上 处 处 成 立 , 即 了 (sz) 在 区 间 [a, 可 上 
处 处 月 限 , 所 以 红 . 下 式 处 处 成 立 。 
出 于 P(w) 各 系数 与 Qi(w) 各 相应 系数 之 间 的 极限 关 厌 ， 
不 难看 出 极限 关系 式 
lm — Pls) (awed) 


在 [4, 杀 上 一 至 威 立 。 这 样 一 来 ,关于 
max |f (w) —P (%) | 


< max |f (2) — tw) 十 Iax |[P(%) 一 仙人) | 


+ OF + 


十 边 令 $$ 趋 于 无 筋 , 立 得 
ax fw) — Pw) | pmn (fo 
是 放 4(PP) 起 pm,n( 门 。 又 显然 有 
pnntf) AP), 
所 以 最 终 证 得 
(PP 一 pn 让。 
存在 性 定理 2 证 赎 。 
根据 定理 2 存在 由. 也 形 的 有 理 务 式 五 ( 动 ， 使 得 
ACR) = pmnCf), {1.6) 
其 中 闻 () 是 区 间 fe, 如 上 的 连续 栈 数 。 称 洪 足 霸 . 的 的 有 理 
分 式 为 () 于 入 .14 所 示 有 理 分 式 类 中 移 最 佳 一 私 通 这 有 吾 
分 式 。 下 面 的 Te6mmes 定理 对 粮 佳 一 致 通 近 : 有 理 俘 式 的 特 
征 作 了 确切 的 描述 。 
定理 3 形 如 亿 . 志 的 有 理 分 式 函 数 中 在 [we, 们 上 与 了 (地 
集 盖 最 小 的 有 理 分 式 王 ( 二 由 下 述 特征 所 唯一 确定 > 
车 将 了 (6 写成 
Wp i 。，n 
PO mri 
其 中 4， 卫 () 五 质 ,co 关 D，DsHsm，0<y<?。 则 在 
[e, 8] 上 使 fw) 一 已 (四 到 正 负 交 错 的 符 导 达到 4(P) 的 点 列 
之 点 数 形 因 人 十 % 一 0 十 2 其 中 8=min ,py)。 车 PP(w) =0，, 
Nm 2 
【证 】 充分 性 证 明 。 设 
Nm+n—d+2, 
并 于 定理 和 二 中 取 | 和 x| 一 4CP)， 风 知 对 任何 形 如 迁 .) 的 有 理 
分 式 久 ( 呈 ， 攻 有 
”多 此 处 所 说 的 唯一 性 , 乃 指 经 约 分 化 简 后 为 相同 的 有 理 分 式 者 。 
宇和 有 、 


AQ) >AP), 
愉 而 了 (中 是 最 佳 台 近 有 理 舌 蕊 。 
必要 性 证 明 。 采用 反 证 法 。 设 江 足 要 了 或 网 信 离 点 的 个 数 
流入 一 往 证 户 (w) 必 不 是 最 佳 通 近 有 理 分 式 。 
将 [e, 2 分 为 旭 下 的 站 个 子 区 间 ; 


[Fe £4), [és, 4], **, {fw-1, 5], (1.7>) 
使 之 在 上 述 区 问 上 软 流 满足 

—ACP)EF (8) — PO) <AP) a 
和 一 dB 十 afzy — Pe) EACP), 


并 且 民 .从中 每 个 区 辣 内 只 售 一 个 偏离 点 。 
为 证 了 (wm) 不 是 最 侍者 ,只 人 须 能 求 得 红 .1) 形 有 理 分 式 
Q(z)， 使 得 
A < A(P) (1.8) 
成 立即 可 。 
引入 多 项 式 
PR) = (FED (0— En) Ex), 
显然 它 在 名 ,和 ，… Ew-1i 处 依次 变 导 。 
由 子 问 !@) 与 (2) 互 质 ,于 是 存在 次 数 分 别 为 mw 与 的 
多 项 式 oO 与 由 (使 得 
Al(w pm) 十 五 (四 站 (2) =1。 
令 于 上 式 两 边 同 溢 多 项 式 驴 ( 咏 ， 得 到 
DA gD BT BO VDE YD 
用 BCw)，A(@) 分 别 去 除 ( 带 余 ) gD LW), oD (0), 
Po) BL) = Bw) gw) Fre), 
vm) BS) = AAD) qa) + a(t), 
其 中 1() 所 是 sp af 的 后 五 分别 为 员 一 5% 一 ?> 次 饼 
项 式 。 


(1.10) 
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区 得 .10) 代 入 寻 . 曙 ,有 
Er) = Ar Beg (s+ A Bw) qatw) 
十 本 (oj tt Blr) raty) 
=B(e) {AC) [gtw) + ga(m)] + rem)} tA nits) 
= Blt) uy) 二 (we) te), 
其 中 wtw) ,9 (89) 为 次 数 分 别 不 高 于 n,m 的 多 项 式 。 
作 有 理 分 式 
又 一 疏 次 
QD -O90T 


于 是 

Bs} _ BOE ty) — wt (es) 

A 区) 十 co 人) 

LEBo0U( 十 有 (2 由 () 
Atm) [Aw ) -+ cu Cw)] 

PD (vw) 

~ A(z) LA OT) + ou wy]? 


fF(w) 一 二 (全 一 


因为 , 显然 
fw) — 2) =TF (8) — PCs) + [Ps) — QR)] 
一 [Fo — Ps)] 


wD {yw) 
tA TA Ton ll 


于 是 具 须 特别 取 避 (2) 于 1,， 并 取 | 四 | 充分 小 , 则 在 调节 名 正 ， 
信号 的 前 提 下 可 以 保证 (1.11) 最 后 一 等 导 右 端 第 二 项 惨 与 第 
一 项 在 各 偏离 点 上 的 值 蜡 号 。 从 而 , 只 须 对 充分 小 的 @ 联 
{1 .1) 形 有 理 分 式 

Q(w) — 百人 7) — ww Cr) 


过 人) t+ eww)’ 
则 可 保证 不 等 式 (1 .有 成立。 必要 性 得 证 。 
最 后 来 证 明 唯 一 性 ,采用 到 证 法 。 设 还 及 .了 形 有 理 分 


10 = 


式 Q@(w), 使 得 
A(Q) =A(P) =—pmn(f)o 
假设 与 &(w) 相应 的 量 育 ,wy 信 与 人 入, jv 世 至 草 义 要 
同 。 由 必要 性 , 巍 
Nm 十 2, Nm 二 + 一 二 2。 
为 确定 起 见 , 不 妨 假 定 N'> 六 。 
反 Bi< Bs < By 
为 相应 于 昌 (w) 的 偏离 点 。 考 虚 差 函数 
四 (二 = P(e) 一 站 (人 
=[f (2) 一 马 人 的 了 一 下 二 ~ P(e 
若 局 成 同样 也 是 了 (的 同类 ( 同 正 或 同 负 ) 偏 离 点 , 则 
nBD 一 0。 
否则 , 3080 下 0, 得 此 时 必然 有 
Sign (BB = sign [lf (B87 ~ QBD].。 (1.12) 


例如 车 设 

PB 0, IBY) = = nrr) —0, nlBrrrrn) 0 
由 于 (—D IFC D — Q(B] 
与 (~—1) T+ [Lf (Brrr 一 地 (Blast ] 


同 号 ,从 而 根据 民 .12) 知 
Signn(B 1) —sign(t — dn 1.18) 
当天 为 偶数 时 ,由 (1.13), mw) 于 区 疝 LBi1, Bireri] 两 
端 所 上 同 导 。 于 是 m(o) 在 该 区 间 上 有 侦 数 个 和 根 。 当 飞 为 奇 
数 时 , 由 (1.,18),w(m) 于 区 间 [B-x, Berwtd] 两 端点 上 蜡 号 。 于 
是 "(在 该 区 闻 上 有 青 数 个 根 。 
总 之 ， 9 于 [8 aa， 区 间 中 根 的 个 数 与 上 同 奇 
恒 。 人 和 但 已 知 B81,…',， Buon( 共 证 1 个 ) 是 mo) 的 根 ,于 是 为 保 
证 得 奇 俩 , 必 有 2 十 3 个 根 存 在 。 依 此 推导 ,可知 9%(z) 于 区 间 
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Ta, 杀 内 至少 应 有 六 一 1 个 根 。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 To/ 
一 Co Do 中 分 子玉 (的 次 数 
maxf{f% 二 和 一 让 一， 十 各 一 万 一 上 三 入 一 2 
当 P(z) 让 0, Q(w) 疡 0， 
my —2, 当 P{w) 王 0, 
yeN_2<N 92, 3 Q(2) 0, 
内 而 定理 崔 一 性 证 完 。 
最 后 我 们 染 证 明 , 当 记 (w) a0 时 ,了 (sw) 是 最 佳 通 近 有 更 
分 式 必 须 且 只 人 须 N>m+2。 
荐 态 妆 十 3， 则 于 定理 1 所 示 的 Yallée-Ponssin 定理 
中 到 


= 


[1 ~4(P) ~ max [Ko) |， 


则 对 任何 民 . 了 D 形 有 理 分 式 妨 (w), 均 有 
4) AP) ~ |%i|, 
从 而 了 P(ew) 为 最 佳 送 近 有 理 分 式 。 
反之 , 设 己 人 ) 曙 0 为 最 佳 间 近 有 理 分 式 , 往 证 不 im 十 3。 
车 不 热 , 设 偏离 点 个 数 1<m+ie 考虑 
D0) = ED 0) (0 — Ew) 
作 昌 (w) 一 ww), 其 中 心 为 一 充分 小 实数 。 则 可 以 同 前 面 必 
要 性 证 朋 一 样 而 引出 适 质 。 至 此 定理 全 部 证 完 。 
有 .小 Newman 曾经 讨论 本 |w| 有 理 逗 近 的 误差 估计 问 
题 。 下 而 我 们 来 介绍 有 关 铺 果 。 
车 mm( 四 是 两 个 ”次 互 质 多 项 式 的 商 
fm = Plt/ 《一 cae<p<co)， 
则 称 grt) 沟 名 阶 有 理 澡 数 。 定 义 
Pelf) ~—inf sup | 人 一 mm 全 | 


2] 


其 中 4 为 实数 集合 , rnte) 取 遍 一 切 叶 和 阶 有 理 函 数 。 根据 关 
于 琢 数 此 的 “ 宽 麻 " 间 研 究 可 知 ,对 于 性 质 较 好 的 函数 来 说 ,有 
理 通 近 的 优越 性 不 大 , 然而 , 对 于 有 较 小 珊 异 性 的 函数 ,有理 
逼近 劫 非常 有 效 。 下 面 来 考察 函数 fm = zi 在 区 间 [ 一 4, 
一 二 上门 nn 阶 有 理 函 数 带 近 的 误差 舍 计 问题 。Newman 证 
明了 下 述 

定理 9 当 ”wz5 时 恒 有 

onl lel) Be T, (1.14) 

【证 ] 设 4==e 3A。 则 当 %w 充 分 大 寺 , 4 接近 于 1, 而 

ae” 者 搂 近 于 0。 先 来 证 明和 估计 式 


芯 了 二 es (nb), .16) 
事实 上 , 利用 数学 分 析 中 的 典型 方法 不 难 证 明 
了 < te0, 
从 面 
1 不 一 1 th 
[<exp 1-3 吾 中 -em {-2 了 | 
又 , 当 nn 之 5 时 ， 


| 2 >2(e To“) >1, 
对 于 所 有 te*0 还 有 
1—e «et, 
所 以 VN 
是 故 信 计 式 民 ,1 友 成 立 。 
现在 设 


po = TI 2[P(2) ~—p(—0)] 
?0 = te), ~ pv) THC) ° C16) 
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明 然 7.(%) 是 各 阶 有 理 函 数 。 我 们 来 证 明 
lzi or | < 6, -1se1), (1.17) 
因为 |z| 与 办 (的 都 是 但 函数 , 为 证 媒 .1 好) 只 须 考 天 0So 工 
的 情形 。 对 于 0<w 必 a" 一 exp( 一 Mn) 部 分 的 &, 由 于 p( 一 2) 
30， 作 
0 二 (2 Eo 

故 有 EA i 
即 当 Os war 时 (1. 才 ) 式 成 立 。 

当 0 v1 时 , 必 存 在 某 个 j(0 志 fan 一 ,使 得 og 直 
wat。 于 是 由 民 .1 且 ,有 


2 | _ 自 名 a 条 2 
| pT) | eT ed, z+or 


a ar 

< 下 5 CE -Ga p21 十 本 
缠 一 '】 了 并 一 ai 4 一 | 
,生生 让 生生 
只 一 圭 1— On 
mn a 
因此 当 所 w 志 1 时， 四 ee 


_ on!l ,PH 一 一 二 -一 
jz 一 re 一 2 37- P| Tze yo 


TT, 


所 以 | le] | n>)。 
定理 4 证 完 。 
Newman 还 证 明了 
mu(|s|)> 瑟 ea (n>)。 (1.18) 


综合 (L,I 与 和 疆 .18), 可知 
~214。 


op (lo|) Bo (nD (1.19) 


它 比 了 t=1s| 在 [一 二 1] 上 的 最 佳 %* 次 多 项 式 带 近 的 误 
差 阶 0(1/m) 要 优越 得 多 。 

D. Newman 的 不 等 式 以 .19) 可 以 用 来 司 计 某 墟 阔 数 的 
有 理 通 近 的 误差 阶 。Bzusz, 了 orin 以 及 Hrend 等 曾经 从 事 过 
这 方面 的 工作 。 


# 和 8。 有 理 函 数 插值 
给 定 加 十 nn 十 1 个 互 异 的 点 
Wo, Flys", tnt 
牧 相 应 的 画 数 值 
fwo), fm), **, f (wmrn) 
希望 构造 一 个 有 理 分 式 函 数 


Nm wi ET to 
Bm) Dr drt 02D 
使 之 满足 播 值 条 件 
Bm,n Cm) =f iw) (j=0, 工 mh) o (2.2) 
这 种 问题 就 是 所 谓 有 理 汪 数 括 慎 间 题 。 


显然 当 分 母 次 数 %=0 时 ， 了 to) 是 一 个 mm 次 的 多 项 
式 ， 从 而 插值 问题 (2.9 的 解 存在 并 且 唯 一 。 但 是 , 当 n>0, 
即 (2.1) 所 示 的 Bw,ntz) 真正 是 一 个 有 理 分 式 函 数 时 , 插值 问 
题 志 .2 是 否 对 任何 右 端 {f(sD} 宪 有 唯一 解 存在 呢 ? 

且 有 看 下 述 几 个 例子 。 

例 芋 设 m=0, f(zy) 一 0, em 0, 


So 
Mn Tt 
于 是 由 Bo.n(2D =0 推 知 ao=0。 但 是 当 66 一 0 时 ,显然 
+ B15 。 


Rontzw 0 
不 成 立 。 是 故此 时 相应 插值 问题 无 解 。 
例如 设 人 说 一 和 一 1， 且 - 
F(oa) 一 了 (za) FF (v9) o 
则 由 相 庶 揪 值 条 件 , 必 有 有 


旺 1 二 1 二 如 __ 让 1 站 -于 克 0 
Duti 二 fim to 2 


于 是 (gob1— m60) (za 一 和 ) 一 0， 
而 站 | 乳山 9 从 而 


ob 一 中 的 
著 到 =0, 则 妃 ,1(2) 退化 为 一 次 客 项 式 ,既然 巴 ,x(o) 于 w= 
si， 2 处 的 值 一 拌 (人 根 定 ), 说明 一 妃 ,1( 允 是 一 条 平行 于 加 
的 直线 。 当 然 也 就 不 可 能 满足 
H(te) FF re) 

了 。. 所 以 不 妨 设 现款 0。. 于 是 

eo — ibo, Dbz, 
从 而 。 - 

Ri1(w) 一 CT 十 Co 9 入 十 GC1507 db 


如 1 宙 十 六 0 六 1 市 十 百 8 
Ongt, 


这 样 一 来 ,又 不 可 能 满足 插值 条 件 中 所 要 求 的 条 件 
瑟瑟 fo] 
了 。 总 之 ,本 例 所 示 有 理 持 值 问题 的 解 不 存在 。 
为 便于 讨论 ,需要 引进 一 些 定义 。 两 个 有 再 分 式 
A De ,Ra(%) 一 (2.3) 
称 为 尾 等 ,如 办 存在 一 个 非 零 常数 所 使 得 
, 816 ， 


J 


二 二 
站 


yt Md pe Lo 


了 Pafp) = aP, (2), Qs 0%) = ot{s) 
此 时 澡 记 到 (四 三 Ratz) 。 
(2.3) 所 示 两 有 理 分 式 孔 (w)，Rs(w) 称 为 是 午 价 的 ,如 时 
P (2) “Qatw) 二 Pa(o) Qi 。 
此 时 带 记 Bi(w) ~Ba(w) 。 
对 于 此 人 处 所 定义 的 关系 ~ ,显然 有 下 列 三 性 质 ， 
(起 Bn) ~ Bm); 
(iD) RO ~QD, RD TBS), 则 RQ) ~S( 
{iii) RO) ~@), MN QD ~ Ro 
所 以 ~ 是 一 种 等 价 关系 。 
最 然 可 知 ,两 有 理 分 式 及) 和 Ba(w) 等 价 , 必 须 且 只 须 
(2) 和 瑟 ( 四 的 最 简 ( 荆 约 ) 有 理 分 式 瓦 (w) 和 局 (wm) 但 等 。 
今后 具 要 两 有 理 分 式 等 价 ， 则 认为 它们 是 同一 个 有 理 分 
式 , 而 不 如 以 区 别 。 有 理 函 数 描 值 的 唯一 性 也 是 在 这 种 意义 
上 说 的 。 
定理 5 搬 值 问题 避 , 弛 车 有 解 , 则 必 唯 一 。 
[证 】 设 


Rano) = HP, Ee) = Te 
同时 满足 手 信 条件 (2.2). . 
Rann ly) — BR,n wy) —f (gy) (j=—0, 四 9%) 9 
于 是 自信 (一 人 G0, mt 
可 推 知 
Nn on) Da (tw) — NCo) Da (f=0, ,m+n)o 
舞 为 no)D.Gp) 与 请 w(2)Ds(w) 为 次 数 不 高 于 合十 的 多 
项 式 , 所 以 从 上 式 可 知 | 
“人 7 


和 na Dlw) =N (2) Dr (2) o 
匡 而 Pat) ~ Pm, nt) 。 完 理 5 证 先 。 
”定理 5 说 明 对 于 有 理 函 数 插值 来 说 ， 关 键 的 问题 是 存在 
性 和 具体 解法 。 
我 们 知道 , 当 人 名 .了 所 示 的 有 理 分 式 Rm,ntz) 满足 插值 条 
件 人 2. 人 时 ,只 查分 逮 Die) 二 0(j 一 0,…', MR 十 ,就 应 有 
Na{s)) 一 六 Do —0 (j=0, 7, mt (2.4) 
它 是 一 个 关于 系数 gm 40, bs 加 的 线性 代数 方程 
组 。 这 当然 比 非 线 性 方程 组 (3.2) 要 容易 求解 了 。 
那么 ,人 .2) 在 什么 条 件 下 会 与 代 , 也 等 价 呢 ?下 面 定理 
6 对 这 个 问题 作 了 明 葡 的 回答 。 
定理 设 浅 性 方程 组 .4) 有 非 平 几 解 。 为 使 满足 搬 
人 秆 条件 忆 . 纺 的 最 简 有 理 分 式 Bn,n(2) = 人 eg) 存在 , 必 
须 且 只 须 ({2. 委 的 妊 一 非 至 凡 解 和 Nh)， Dn) 在 约 去 一 切 公 
共 因 子 后 所 得 的 互 质 多 项 式 4 人 (2)，B(w) 仍然 是 (人 2. 和 4) 的 解 ， 
即 
AtwD)—f DB =0 (f=0,", mn), 
【证 】 必要 性 。 设 六 % (8) 与 Di(w) 是 (2.4) 的 任 一 组 非 
平凡 解 
Nn lo) —f rn Dro =0 (=0, ,m+n)。 .DD 
挖 假设, 有 人 .1 型 的 最 简 有 理 分 式 存在 , 使 插值 
条 件 (2.2) 得 以 满足 ， 


Ee 了 = 了 Co) (j=0,. "yp mm 二 RY) o (2.6) 
由 于 共同 与 vO 互 质 ,所 以 ch 到 0。 因 沟 否 刑 为 使 上 式 成 
立 , 必 亦 有 ts) =0, 是 故 i(w) 与 4(w) 有 公 因 子 (3 一 2p) 本。 
以 (2. 嫩 化 入 名 .总 , 得 到 
“人 1B， 


0 — HE Delo) =0 (一 0 mm 二。 
两 边 通 乘 以 w(zj), 得 到 
Nm Vm) 一 了 fei 0 一 0 m+ 
作 祥 一 来 , 次 数 不 超 过 m 二 nn 的 多 项 式 
NS (wv (wm) —t(%) D: (w) 
世 有 mR 十 nn 十 i 个 互 异 的 根 , 从 而 
oa (oO —i(w) D: (2) =0, 
在 上 式 中 约 去 杀 %(%) 与 天 人) 的 最 大 公 因子 , 则 有 
Alw) us — tw) B(w) 二 0。 
特别 地 , 也 应 有 
A(w) v(m) to) Bw) =0 (一 0 M+) e 
因 w(wy) 0， 以 其 遍 除 上 式 得 到 
4 ~ Bn) 一 (j=—0, ,We 


注意 到 C2.6) 式 ,上 式 亦 即 
A —fFrD BD =0 GG=0, ,min)o 
必要 性 得 证 。 
充分 性 。 设 如 上 定义 的 4(w), Bw) 是 @. 分 的 解 ， 
A(w) ~f (oD) Bm) =0 (=0, 1, miN), 


可 断言 B(z3) 天 0。 因 为 否则 直上 上 式 , 必 也 有 (ze =0。 从 而 
与 也 ( 功 , 吾 ( 雪 至 质 的 假定 相 了 矛盾 -既然 如 此 ,我 们 可 以 吾 (o 


馆 除 土 式 两 边 , 而 得 到 


NE, 
en —f (ry) (j=0, 7 94 十 多 ja 


是 故 4(4o)7 了 3( 仿 满 中 播 值 条 件 他 -2 。 充 分 性 得 证 。 定理 6 


全 部 证 完 。 


定理 6 建立 了 23.2 与 届 . 世 等 价 的 充分 必要 条 件 。 然 而 
" i190. 


由 于 所 给 条 件 仍 不 便于 检定 ,所 以 N. Macon 与 D, 也 .Dapree 
还 给 出 了 便于 检验 的 条 性 。 
定理 了 设 (wi, =0,… 人士 介 中 各 (一 0 
m 十 m) 是 互 异 的 。 为 使 满足 播 值 条 件 (2.2) 的 最 简 有 理 分 式 
Roa(0) = TD 
仑 在 ,必须 且 只 须 下 述 各 符 阵 


1 黄 峡 这 纺 at “Wo 
| i 和 (3,7) 
1 wrt a ED Wt rt 


EEELTLITELETITIEETET TT TITEL 


1 pn Tn RT mt at 
(一 小 ie | 类 十 寺 


邮 是 非 奇异 的 ,其 中 妨 一 Fn 作 一 0 各 十 的 ) 。 

定理 了 7 的 证 明 要 用 到 若干 引 理 ,此 处 不 拟 开 出 。 

HH. Salwer 讨论 了 切 触 有 理 搬 值 问 题 。 设 站 (四 ， 厂 (人 ) 
是 w 的 二 个 光 项 式 , 四 , …, 四 是 互 异 实数 ,je ，7=0， 
1 … 2 8 一 工 为 一 批 给 定 的 数 。 所 谓 切 和 击 有 理 裕 值 , 就 是 确定 
V0 和 DD(w) 的 系数 ,使 得 


dM) 
区 [万 党 | =f (0 (2.8) 


d=0, 14, py 和 一 了 $=—1, 四 们 ja 
着 4 一 妆 % 通常 取 育 (w) 和 D(w) 的 次 数 相 等 或 接近 相等 。 即 
当 4 为 麻 数 时 ,六 (z) 和 卫 (w) 的 次 数 顺 取 成 [&/3]; 当 & 为 偶 
数 时 , 六 (从 和 思 人 (的 次 数 则 分 别 政 [3/3] 和 fo 四 一 1。 
设 了 (e) 关 0。 一 般 有 理 项 数 插值 问题 
DE fo) Gl 时 


《ax 


.220 。 


明 然 等 价 于 Ni(wn 一 [DFI] sa C=l, 他) 
一 阶 切 触 插值 
x 如 / 
万 党 | fC, [BE], fm, .9 
可 以 表示 为 
— Nw) _ Ne D' (wv po 
N (wr LD (of 《oa 万 fn) TD 3 一 上 CAP 
: -2.10) 
后 一 等 式 中 又 可 以 Co?) 代替 访 (w0) Dto 然 后 用 了 (es 站 溢 
而 化 为 DD 十 fCw0) DvD 因而 人 2. 最 后 
化 成 


NG — [D(a)f (8) lec, 
及 (= [D (OF (0)Jsao 
完全 关 似 地 一 阶 切 触 有 理 插值 可 转化 为 
No) 一 [Do)F 罗 ]。m 太一 [D(oO7(o] 
N" 《2 一 [已 (%) (vw) ]s-。o (2. 12) 
一 般 情况 下 , 是 否 也 可 把 有 再 切 触 插值 
Kr (DH), EY) -0 (10 
人 人 作 区 D(z x*0 时 ) 昵 ?这 里 
New (wm) ~ DF Wa (0 了 ea。 
(2.14) 


回答 是 肯定 的 。 这 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 事实 上 , 由 前 
而 的 分 析 , 已 知 疗 了 一 & 一 工 一 小 工时 ,2.13) 和 忆 .14) 是 等 价 
的 。 今 设 当 了 =s 一 时 ，(3.13) 与 2.14) 是 等 价 的 。 往 证 当 
Y= 一 8 时 ,它们 也 大 等 价 的 。 其 实 只 须 再 证 明 


(3.11) 


* 221 。 


加 /Ny) 
和 CEB) -ee om 


是 


NO (2) = CD (0)F (0)) oes, .16) 


等 价 就 够 了 。 
加 访 人 名 .16) 成 立 。 因 由 Leibnitz 公式 


Noo) ~ DOF DO) =- (PD Do), 


{2.17) 


wer 


2 1 ) HY) ”pe 人 。 (2.18) 


由 归纳 法 假定 ,后 一 式 右 端 中 fN (w)/D (9)] 革 ,一 0, 1 "ry 
s 一 1) 。 因 和 而 比 较 上 两 式 右 端 , 即 知 


Fo 一 [ DS ] a _ 


也 即 介 .二 ) 应 立 。 
运 之 , 根 生 (2.15) 式 成 立 。 风 由 他 .187, 有 


oo- 坟 人 oo 


=- 字 ( ) Fe Dob) 
— [fF (0) De) 1, 
邑人 2.16) 成 立 。 
总 之 ,我 们 已 建立 了 
定理 8 设 轧 m0 关 0, 则 有 再 切 扔 插值 问题 
1 2 


(过 ) [52],. fr) 《mm 一 0 pp 8—1) 


与 下 述 线性 问题 
Nw) = (Ee) DOF (Joes, (m=0, ,8—l) 


是 等 价 的 。 

者 把 定理 8 中 的 微 商 换 成 有 限 差 (等 距 铺 况 ) 或 差 商 ， 则 
可 以 建立 类 似 的 定理 。 另 外 , 当 入 (%) 与 卫 (%) 不 是 普通 几 顶 
式 ,而 是 广义 多 项 式 时 ,定理 8 也 是 照样 成 立 的 。 

由 定理 8 可 知 ， 只 要 各 个 了 (wy 殉 0， 则 有 理 声 释 播 值 问 
题 (2.8) 便 等 价 于 线性 方程 组 


Nm) — (EE) DF ls 2.19) 


《一 0， 1, ii 一 $=1, "py 信 ) 
下 而 我 们 应 用 定理 8 米 具 体 讨论 有 理 切 焰 播 值 的 椅 造 问 
题 。 Salzer 具体 讨论 了 下 述 连 分 式 作 为 有 再 分 式 
BN (we) /Dw). 


NE) 十 台 一 更 光一 2 Tw— i 
Dts) ,0 1 十 a 村 十 


Til 从 一 a Ck 
十 za0 十 Gal 十 十 Cam 
出 一 必 g 光一 省 n-1 二 一 i 
十 a 0 十 = 十 痊 p, 必 十 pr, 1 rr 


人 六 一 in 
二 本 yo 《2 .207 


为 讨论 方便 , 先 介 绍 一 些 有 关连 分 式 的 预备 知识 ， 


1 连 分 或 bo 十 中- 同 二 .… 寺 如 十 … 表示 


2 丰富 


Bot ， (2.21) 


2° 分 式 an/04 称 为 连 分 式 侣 .24) 的 第 呈 节 :mm 与 54 称 次 
连 分 式 人 2,21) 的 第 呈 节 的 两 项 ; mr， 69; … 称 为 连 分 式 (2,21》 
的 部 分 分 子 , 如， 655,，… 称 为 连 分 式 人 .31) 的 部 分 分 给 。 有 
原 连 分 式 
C1 Wn 卫 ， 
bo 开交- 二 
称 为 连 分 式 亿 .24) 的 第 站 个 渐 近 分 式 。 
“8” 相 人 都 码 个 渐 近 分 式 之 癌 有 递 推 关系 式 
{0 
Qa — btn nln_30 
事实 上 ,接连 分 式 的 定义 ， 


(2 .22) 


Ere se 


Es io 上 -天 


tbs 
a 二 


dobbs borst qds _ BaPitasPo 


Dba a ac tao ™ 
这 说 明 当 有 %=1 和 %=2 有 时; (2.22) 式 成 立 ( 已 人 为 地 取 定 
P=l, QQ 一 0D。 设 递 推 公 式 届 .22) 对 % 已 成 立 , 即 
PP, _ bP 1tanPn_s 


© Ontin- i+ Talns 2” 
往 证 当 % 换 为 nw 十 11 时，(2.22) 也 成 立 。 注意 从 Pn/ 变 到 
了 QH 应 以 Bs 十 nrz Dntz 代替 加， 于 是 
和 让 全 生 。 


1 
Pps bs Pnit 五 了 1 十 GE- 


rr 2 人 1 十 于 Gat Ant a 
bnriF 二 oa mn- 
Dns1 1 ” 
所 以 对 一 切 正 整数 % 而 言 , 北 推 公式 (2.22) 恒 成 立 ( 基 中 PP- 
一 工 ， 1 一 0) [| 

下 面 回 过 头 来 继续 讨论 (2.20) 所 述 六 (2)/D(w) 的 切 甬 
插值 问题 。 很 定 ai,0, ,1 Gi-1si-1 已 经 求 出 ， 于 是 由 
《2.20) 可 设 求 出 它 的 渐 近 苍 式 了 P12) /全 -1 (2)， Pr-a (6) / 


@ (om)， 此 处 1 一 1~ 写 s 报 据 递 推 关系 (2.22), 有 


Dizs) Rs) rt me ea) (2.28) 


字 一 站; 
Rm =0 + 一 一 一 
© ) Ee i.1 Ty, 9 二 
完 一 Di 下 一 2 站 一 化 | 发 一 站 mn 
i 0 二- Cir1,1 十 十 ni 


(2.24, 
当 按 避 .233) 所 大 的 双 (@) /D(Cw) 和 切 触 条 御 避 .8X( 其 中 必 = wi) 
来 确定 &i,0, ti,1 *'， 人 8 —1 Hi 共 5 个 条 入 )， Ril) 表达 式 
中 的 项 
光一 和 出 一 全 4 光一 了 
如 t+ 十 人 it 二 
是 可 以 和 忽略 的 。 若 记 


EA 年 一 出 全 一 和 站- 一 他 


TE oT 十 十 十 本 
则 由 定理 8, Si(w) 和 Ti(4) 两 多 项 式 的 系数 应 该 注 是 
,条 


{ (二 二 1 (%) 二 {& — m1) di Pts [二 上 | os, 
一 LO {Sm) O18) + (Fv) Ty) Qo) }] 6 | sy, 
(9 一心 ， 1, + 1}, {2.25) 
由 此 求 出 (57/0) 用 达 式 中 的 各 系数 iv GT "is-10 
于 是 2.34) 的 渐 近 分 式 Pi(wm) /Q(tw)， Pr lt) /Ql®), "re 
可 按 远 推 公式 
irkptt) — ind trp_1(%) 


(% — fi) 当下 一 0， 

(¢— wy | 3) 当 在 一 ]， 0 ss—1, (2 26) 
rrr lm) 一 GE 全 it 人] 

(f ~— 1 . 、 当 万 一 0 

人 一 je 当 此 一 二 “8 一 二 


来 逐个 地 确定 。 用 ?二 1 替 代 多 用 {+s 苦 代 又 可 重复 上 
述 各 步骤 …… 当 具有 较 小 的 8; 什 时 ,比如 8 一 2 841 一 3, 
则 立即 可 以 比较 方便 地 在 多 个 点 处 应 用 公式 届 .5)。 
uer-Minding 兽 勾 推 学 出 关于 有 有限 连 分 式 二 (2) 
Nitw) 的 具体 有 有理 分 式 吾 达 ， 
Di 一 CO0GE "tis, 十 于 .这 . ,WD /Qs+1 


十 安之 ， (一 oa 


0 了 二 
十 六 习习 (2— warp 
(2.27) 
和 和 
Tv) 一 上 Qi 人 十 p> (人 一 5 /Est 


十 名 之 ,CP /yt a pt *]， 


1< 生 去 
其 中 Ci 一 0 1, «* “SF 客 示 wkd =0, 1 本 5 一 1) ， 
= 和， 


dot (TO— Ti 


qaot (aa 十 am 位 一 全) Got 十 (入 一 2 


Coco (3 十 站 3 十 区 2 十 【十 二 一 区 站 


一 


Ocacodi tt Cowra | Tam 
To (Tn 二 (E22 


| tay + Cr TT Ch 
tant Tan) 《多 一 2 
十 ta 十 呈 二 9) (一 


dp gmetad Casta yao aT Css + a 

十 560dastn 十 age + oa Ta Ce — Ty) 
让 tt p00) (二 一 了 {eae (atastarts ay)? 
te om a gn -> 


0 一 2 - 


有 3，pPade 通 近 方法 

一 个 函数 的 Taylor 级 数 展 开 的 系数 同 该 少数 值 的 甘 系 
问题 , 既是 一 个 有 深刻 意义 的 数学 问题 ,又 是 一 个 重要 的 实 
际 间 题 。 它 基 数学 分 析 研 究 的 基础 ， 允 是 遍及 许多 物理 和 生 
物 学 中 数学 模 慰 的 实际 计算 基础 。 如 所 知 , 如 果 一 个 Taylor 
级 数 展开 绝对 疏 伍 ,由 它 唯一 确定 一 画 数 的 值 , 且 该 函数 任意 
次 可 微 。 反 之 ,如 果 一 个 函数 任意 次 可 微 , 则 它 也 唯一 确定 一 
个 Taylor 级 数 展 开 。 此 时 实际 上 我 们 可 以 用 多 项 式 米 逼近 
第 定 的 基 数 。 当 然 这 种 巧 能 是 有 一 定 恨 许 的 。 才 虑 


二 加 


ls 5 18 341 g.1 
1+ 可 一 襄 人 Tj8* To { . } 


容易 看 到 当 w>>1/2 时 ， 上 述 Taylor 级 数 是 不 收敛 的 。 当然 
也 就 不 能 用 它 来 计算 了 (ee) =w 2 了 

如 果 作 变量 着 换 一 

ZW/ 一 2400) 或 如一 了 /过 寺 20)， 


划 
Fz] = (20) 
1 8 85 
一 1 十 于 十 忌 ew Fw ts wt (3.2) 


于 久 一 1/3(w 一 00) 姓 是 收 和 雍 的 。 到 Taylor 级 数 (3,2) 的 前 几 
个 截断 多项式 于 w=1/2 的 值 , 即 可 得 2 = 了 (eo) 的 近似 值 
1, 1,125, 1.84875, 1..88281, 1.39990, :..,. (3.8) 
还 原 于 原先 的 变量 wm 则 (38.2) 的 前 几 个 关于 名 的 截断 多 项 
式 , 正 是 w 的 下 列 有 理 分 式 
工 十 (站 /30 1+(9/2)w+ (43/8) 0 
和 
下 面 我 们 考虑 获取 由 Taylor 级 数 展 开 式 起. 忆 所 定义 范 
数 fw) 的 其 它 有 理 分 式 裂 近 的 一 种 重要 方法 一 一 Padé 遥 近 
方法 。 
考虑 fka) 的 这 样 一 种 有 理 分 式 焉 近 


(s+ bw) / (0+ dy), 
使 其 Taylor 级 数 展开 的 前 三 项 同名 ,的 前 三 项 相 重 合 
是 求 得 
1+ (7/4)a 
1+ (BB/d)s 
-1 可 5- 呈 只 + 全 太一 3 + (8.5) 


按 它 算出 了 -co) =14,4， 它 比 (3.3) 所 给 近似 为 好 。 考 
(G+ or or / (d+ er ho), 

使 其 Taylor 级 数 展开 的 前 五 项 同 (3. 才 的 前 五 项 相 重 合 , 则 

得 到 


1+ {ii/4) s+ (29/16) ew " - 


由 它 算 得 M3 =f(o0) = 号 一 14.413798103, 往 下 , 按 同 样 思 


路 分 别 考 号 分 子 ( 母 ) 为 8 次 , 4 次 和 5 次 多 项 式 之 有 理 分 式 ， 
使 其 Taylor 级 数 展开 与 (3.1) 的 前 七 项 , 泌 项 和 十 一 项 丰 重 
合 。 于 是 相应 求 得 = 了 (oo) 的 下 述 近 似 值 ， 

1,4142011883, 1.414213198 和 1.414318552., (383.7 
w 2 同 最 后 一 近似 的 误 合 仅 为 10-*。 足 见 这 种 算法 还 是 往 
优越 的 。 由 此 即 可 引导 出 一 般 的 Padé 通 近 方法 。 


说 (wy 是 由 下 述 形式 震级 数 记 定义 ， 
Fo -六 a (8,8) 
f(w) 的 LL/ 了 H]Padé 逼近 为 
[L/ M1 -~ Ps) /Qa (%), (8.9) 


其 中 P56) EE 及 5, Rx (C2) EHy 分 别 为 次 数 不 超 过 工 , 下 的 
多 项 式 。(3.9) 中 Pitw) 和 Rw (2) 的 系数 , 按 下 述 方 程 来 确定 ， 
FE) — Prl2) /Qa rw) =O wrt), ‘(3.10) 
因为 一 个 有 理 分 式 的 分 子 .分 母 央 惰 一 常数 其 值 不 变 , 我 们 特 
地 要 求 分 母 Qt) 满足 标准 化 条 件 

uO =1.0, (3.11) 

最 后 要 求 PiCw) 与 @x(w) 无 公共 因子 罕 在 。 

车 记 

"22 + 


下 fy 一 2o- 上 和 志士 -十 扩 p2D， 

ay (2) 一 工 上 0 各 十 …… 二 Gao 
则 而 标准 化 条 作 4 人 .1 ,可 用 @ukz) 遍 莱 (383.10) 式 以 线性 化 
系数 方程 。 于 是 比较 系数 可 得 线性 方程 组 


(8.123) 


Wn = Po, 
1 十 Sod — hh, 
Ta i ols = Zh, 
: : (8.13》 
Gr Rr agi ogr = Pr 
GTr+dl 十 Cr 十 -十 CFA+IG = 
Uorrat tru ditt ar =0, 


其 中 已 规定 一 
Ga=0 【《 当 有 < 站 ， gy=0 人 当 科 有 。 (3.14) 
为 方便 计 , 记 : 
L+NM=N, L—NH= 7, (3.15 
Frobenins 和 Padé 曾 采 用 条 件 Qu (wm) 丰 0 来 替代 标准 化 条 
人 性 (3. 匡 ) 这 两 类 条 件 显然 是 不 相同 的 .事实 上 ,作为 例子 考虑 
tw) 一 二 十 的 十 ev。 
对 于 地 一 到 一 二 容易 验证 
Dt) = 1m) =2, Pr) /OQ (7) 一 寺 ， 
满足 Qu Fw) — Pr(w) =O 
而 不 满足 届 .10) 。 按 我 们 的 定义 ,该 吐 级 数 的 以 /二 逼近 是 不 
存在 的 。 
下 面 的 唯一 性 定理 , 无论 按 那 种 规定 都 是 成 立 的 。 
定理 9(Frobenius-Pad6) ”对 于 任意 形式 暴 级 数 了 (w)， 
若 其 [L/WMH]Padé 逼近 存在 .网 必 唯 一 。 
= 230 + | 


【证 】 公 就 标准 化 条 件 (3.134) 的 情况 来 证 明 。 人 假定 有 酮 


个 这 样 的 Padé 通 近 
大 UIs) 
Yiw) Vs) 
其 中 下 (go VO)E Hr, 了 ,FCW)E Hy。 按 .10), 必 


然 有 


rT 
也 9 一 7 —0O (w+H+1) (3.16) 
今 以 了 (OF(s9 遍 张 (3.16) 式 两 边 , 可 得 
EF UY (Gm) = Ow tt (3.17) 
因为 避 .17) 式 的 左 端 为 一 个 次 数 不 超 过 了 十 型 的 多项式 ,为 
使 (3.17) 成 立 , 只 有 
一 了 个) 
恒 为 0。 国 为 了 (人 与 捕 ( 殷 不便 为 遇 因而 有 
有 人) 人) 
了 fp 了 (9 
因为 按 定 久 芝 (与 P(t), DU (2) 与 (0) 开 质 县 了 (一 
(0) -1.0。 唯一 性 得 证 。 
上 述 定理 的 成 立 与 脊 ,是 与 定义 方程 先帝 异性 无 关 的 。 当 
非 琳 异 时 , 可 直接 求解 而 得 [上 /HH] Padé 更 近 ， 


FL-Htl 一 对 + 1 
P| 和 
L Ll “LM 
了 五 : 五 
> dy | > ， Tt 2 
= = 于 一 


了 (3.,18> 


生 由 由 血 咽 踢 四 加 昌 雪 四 由 大 加 吊 举 日 晤 着 时 革 员 可 闪 本 中 和 


、 A 。 


在 上 述 各 求 和 号 中 , 若 下 标 超 过 上 标 时 , 该 和 为 0。 这 个 络 果 
是 Jacohi 得 到 的 。 


常 把 一 函数 7(o) = 六 ou 的 Pad6 逼近 列 成 一 张 所 亩 
GPadE 表 ” 


[09/03 Lo/ [03 [0/8] … 
[LO EL 二 3 [1/3] : 
[2 [3/1] [22] [1253 … 
[3/0] [二 [3721 [3/8] + 


例 1 yo -ee= 福 秀 的 Padé 逼近 表 见 第 288 页。 
令 4=1， 刚 可 得 e 的 相应 Pad6 玫 近 表 , 其 中 
[1/1] =3, [2/21 =19/7, 
[8/8] ~193/71, [4/41 =2721/1001, 


2721/1001 与 。 真 值 的 误差 仅 在 第 八 位 小 数 上 相 流 1。 

大 量具 体 算 恒 表明 ,在 态 = 工 十 及 为 一 确定 常数 时 ,所 有 
各 可 能 的 [L/ 基 Padé 台 近 中 ,以 上 和 Y 相等 三 接近 相等 者 
为 最 精确 。 比 如 , 当 亚 一 2n 时 , 我 们 应 该 采用 [wr] Pade 逼 
近 ; 当 计 =2m 十 1 时， 我们 应 该 采用 tm 十 了 Vn 或 [am 十 困 
Padé 注 近 。 总 而 言 之 , 应 该 采用 Padé 有 还 近 才 的 主 对 角 或 主 
对 角 线 附 近 的 Padé 逼迫。 

为 了 得 到 比 (3.18) 更 为 紧 资 的 表现 形式 ,于 (3.18) 右 端 分 
平和 分 母 两 行列 式 中 ， 均 以 第 工 列 各 元 素 喊 去 第 2 列 相应 元 
素 的 < 倍 ; 以 第 2 列 各 元 素 减 去 第 8 列 相应 元 素 的 g 笛 ;……。 
草 按 行列 式 性 质 ,其 秆 是 不 变 的 , 即 得 出 
Vs 


名 十 go08 一 mA 一 
0 十 TO0ER 一 站 RN 9 十 09 一 人 9 这 BT 十 区 ET 一 0 WER tsE | Fe 
让 十 et05 十 Wet9T 十 证 tr8T 十 弛 十 gwR 十 rep 和 
ORT+ OPT O89T | r08T 二 2 全 十 信和 吃 BL 二 20FE + O08 re treo to | vetteFrtFe 
1 ur re | a 
襄 十 ot0T~ | 
dOBTH IO OY | 让 一 ETT209 一 0 | ere | rhe 09 29 一 了 9 
8 十 改 二 53 二 909 十 05F | Beetooerog | Hieyriaatte | mie roro | 8 
rg 二 TOBE 二 OES 
_ | 
他 了 gtP1 一 | 
rp OP — Don sath ge 09 et | r 
oT Ele gr ht we + og tl | vate 8 
CN er -一 meer — re | srr" wer . [| | | 
[ 
地 二 E09 一 | 
EO CNR 一 nFr -58T 一 a 十 wp 一 9 [ 
re OeL | 0 十 TE 中 ET ] TI 
Te—— Tp 
哆 十 st 一 】 
lL 二 一 共和 一 量 hand Ea 二 
i | 9 5 1 0 
| |! 
| :人 了 
下 只 本 人 ' 属 | ~ 
| | 1 让 ~ 
TE he ee : ~ 


er 


Le/ 


Ti HR MN + Fr Eri 1 
Hr YY GN RE 
五 
工 1 


eo = 
C= 
| LN OE HN HL WL 1 


个 了 一半 全 三 二 了 M1 Pr EF 


0 ,。 0 1 


(3.19) 
按 行 列 式 性 质 ， 上 式 分 母 以 最 后 一 列 展开 部 可 化 为 一 个 王 芥 
行列 式 ; 同时 对 分 子 上 的 行列 式 施 以 变换 ，B wara 靳 其 第 
了 到 (jf 一 1 …, 村), 然后 将 它们 统统 加 到 最 后 一 列 则 得 到 
[7 村] 


一 1 
CI MIT NE ++ BL WL 在 卫 -二 多 | 
bE 压 be 和 


I 
OCC ee — 
~ WIM LM Hi WEEE | 
二 “ 了 


ETL ”Wry 


| UE 1 ”rH Sr 


(3.20) 
再 将 (8.20) 的 分 子 上 的 行列 式 按 最 后 一 行 作 Laplace 展 二 ， 
并 且 除 加 ov 的 代数 余子 式 外 ， 其 它 各 余子 式 均 义 按 其 品 
后 一 列 作 Taplace 展开 , 则 由 逆 矩 阵 的 标准 定 叉 可 知 
本 Fr * 


[EX 权 = 号 oz 
toes (LMWH MN wr HM)}, 


‘(3.217 
其 中 WL/M) 是 下 述 短 阵 的 道 矩 阵 
EH CE HELL 
yD i } 
EL WE GLH TRAIL 
(8.22) 


而 - 
wtL/ MM) = (CL_M+l) EL_ Ht go)”, (3.23) 
如 果 j<<0, 则 规定 w=0。 当 了 < 下 时 ，(3.31) 式 中 的 和 式 


周 cm=0。 纵 使 当 政工 +1 时 ， 出 现 % 的 负 窒 ， 等 式 


63 .21) 照样 成 立 。 
按照 同样 的 方法 也 可 得 到 男 一 种 紧 次 表达 式 


EL/ = ar 
To LNW DM Ln MY), 


(3 .24) 
进 中 0n 志 下。 
关于 有 理 分 式 函 数 的 Padé 慢 近 式 ,有 
定理 二 全 aaa 画 数 户 ( 二 具有 形式 
3 Cx | 
fol®) = C—O——, (3.25) 
了 十 eu 
必须 上 且 具 须 它 的 Pa9é 和 逼近 为 
LA/ =fol®), (3.26) 


+ 2 。 


内 下 工 2 村 mo 
【证 】 车 (3.25) 的 震级 数 展开 式 为 


folw) ~ do, (8.27) 
则 有 (so 二 1) 
人 C8.28) 


选取 任 一 给 害 的 满足 ‘ra (0) 一 I .0 的 bb 次 多 项 起 mt 并 取 
Pr (Ww = > pv" = (0) D3 om: (Lt hh), 


Qu — Em) oe Mmt+), 


则 由 (3.28) 可 知 它们 庄 足 定义 [5L/ 半 ]Padé 逼近 的 方程 组 
(8.13) 。 这 表明 由 {3 "39) 定 义 的 fol2) 确 为 它 自己 的 [5/ 关 ] 
Padé 通 近 。 

反之 ,者 对 所 有 也 基 六 星 减 织 ， 恒 使 侍 .26) 式 成 立 , 则 由 
Padé 逼近 方程 , 知 


(or) Dg -Dom Ot 。 (8.29) 


因为 @ 一 1 对比 届 .13 即 可 发 现在 每 一 方程 中 , .其 有 晤 高 下 
指标 的 gy 的 系数 正好 是 I,0。 考 嵌 足 驯 大 的 石和 直 , 采用 把 
《3.29) 右 端 看 作 是 0 的 方法 , 可 以 得 到 2 任意 次 龙 的 系数 , 因 
此 3.29) 担 必 了 堆 一 由 (3.26) 给 出 的 关于 yg 的 解 。 因 为 
竹 于 3.27) 中 的 ds, 此 即 由 (3.26) 推出 了 《3 .35) 。 定 于 证 
守 。 

定理 寺 给 定 任 一 形式 轿 级 数 (3,8) (ao 己 中， 下面 事实 
咸 并 ; ; 
1 ”对 任 一 固定 玫 , 均 邦 在 石 的 一 个 无 穷 序列 , 后 得 
L520 己 存 在 ; 
s BG " 


nm 


2” 对 任 一 固定 卫 ， 均 存在 于 前 一 个 无 穷 序 列 , 使 得 
LL/ 由 人 恒 在 在 ; 

3” 对 任 一 固定 J, 均 存 在 一 无 穷 序 列 型 ,使 得 st 
J 7 首 1] 恒 存在 。 

该 定理 是 Baker 于 1978 年 建立 的 。 它 表 明 任 一 形式 妓 
级 数 总 是 可 以 采用 Pad6 乙 近 方法 而 获得 其 有 理 通 近 的 。 害 
理 11i 移 证 明 此 外 从 上 略 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Baker, Q, A.， 
Jour. Math. Anal. Appl., $48 (1978) , 498.~528., 


例 曙 求 tanhuz, lisel, p= 地 1083 的 逼近 。 


先 引 出 (tanh pw) yz 的 [2/41Padé 逼近 ,并 以 [27 人 和 必 
为 tanh na 的 通 近 。 考 虑 (tanh ne)/z 的 里 级 数 


tanh ii 
Er 
_ _ in 6 B28 2_ 
= 等 中 +- 洛 - + 
列 出 相应 方程 组 (3 .13), 则 可 求 得 
2 分 
比 ， 
es 1+ 长 
因而 


[2/4] Pa®) __ 0.5493061443-+-0.0157858448g 
人 (5 下 0.129815950155 二 5 .000867098755。 


相应 的 tanhpa( 一 1So< 蕊 的 [3y/4] 各 近 为 sPa(x) /Qu(w)， 
.549080861443w-- 0.0157858443a3 


1+0.12981596014 + 0.00086709872? 
频 按 下 法 来 估计 Padé 通 近 的 误差 上 界 ， 取 
Palw) — Qa lt) Hanh pm) ya 


» 387 。 


短 级 数 展开 式 中 第 一 个 非 零 项 作为 误差 项 , 即 为 


二 
a ° 
子 是 用 w[2/ 生 逼近 tanh yww 的 相对 误差 函数 是 


rw [232/414] —ianh exw 


tanh nw 
tanh > 
} Pal@) —@(o) ee 
nh 


党 


革 一 如 2 798235 近似 状 代 上 式 右 端的 分 子 , 则 相对 误 丸 画 数 


近似 为 
i AC 
当 一 iv 吃 1 时 ， 
Q(t) 1, -pe tanh jo 


从 而 也 一 To 计时 
Kk 血 时 时 一 一 时 
4 D973. anh 0.9177.… X10-7<0.92 x10-7, _ 
tanh pw 于 [一 1, 4] 上 最 佳 有 理 通 近 为 


R'(g) = 0.54930614401% 十 0.1674011995%3 
i 二 +0.12928360954m3 寺 0.0008589]1904dwt* 


其 相对 误 益 为 0.59 xd10。 
”关于 Padé 通 近 方法 , 我 们 还 想 再 说 几 句 话 。 因为 了 (oa) 
的 Pad€ 逼近 也 可 以 理解 为 从 方程 
ex 72 一 忆 z(o) = 一 直到 os-* 项 系数 为 0 
中 解 出 PCa) /Qax(®) 所 得 的 近似 式 。 
1972 年 Shafer 提出 考虑 从 
*238 。 


Pra) [FO T+ Oe Co) fF 2 + Bn ts) 
一 一 直到 ozzxryvx 项 系数 为 0 (8.30) 
中 解 出 F(z) 的 方法 ， 并 以 如 串 而 得 到 的 ftw) 得 近 式 作 泳 
Dadé 逼近 的 推广 。 
由 于 rz) 的 第 级 数 蝴 开 已 知 ,从 而 [fF (2)]* 的 县 级 数 展 
开 也 已 知 。 这 样 由 上 述 关 系 式 可 建立 关于 Pim) ,Qn(w) 和 
-Ry (w) 各 系数 的 组 性 方程 组 。 从 中 可 求 出 Pr(w) ,xlw) 和 
Ry(w) 面 了 (w) 的 所 谓 [5/TH/ 人 I] 二 次 通 近 为 
(的 此 一 Qu 2) 上 v 人 Py {ww) Rw (my Co 


有 人 蕉 至 把 (3.30) 热 成 党 分 方程 形式 
Po (0 SE- +Qa lo) +Be(o)f (e) -0 
而 考虑 Padé 通 近 的 新 的 推广 。 此 处 不 拟 详 述 了 。 


$4. 有 理 运 近 的 其 它 一 些 算法 
和 .1 Darbhoux 公式 及 黄 有 关 方 法 


- 研究 积分 

一 (一 DG 一 oo] pOFeHarie a) 任国 
反复 作 分 部 积分 ,可 得 出 

BD pn DF) 


-pO Fn a)] 一 fo (DF ortils—a)) dt, 


荐 其 gt 为 一 次 数 不 超 过 的 包 硕 式 ， 则 上 式 右 闪 积 分 为 
等 。 于 是 有 Darboux 公式 
#20 + 


wm(0o) Lf (0 ~f CD] 
= Dr) yD 
gn) TR, (4.2) 
当 p= DH pO 一 0 一 入 4, ,NN—1)。 这 
时 (4.2) 从 为 Taylor 公式 ( 带 余 项 )。 
当 g 失 = 后 (一 人 "时, 于 相应 Darboux 公式 中 用 24 代 
次 % 风 可 得 下 列 简 化 公式 : 
7 的 -7 四 二 六 全 生生 
{JO -DI GO"+ 
此 处 (4.8) 
Rao GO" | De ti 0)) dt 
(4.3) 式 称 为 Hummel-Seebeck-Obrechkoff 公式 ， 简称 
HSO 公式 。 
对 王 清 足 


f (0) = RDF + Be) 《4.4 
(其 中 肪 的 和 配 的 为 的 任意 给 定 的 有 理 函 数 ) 的 任 一 画 
数 -fs)， 显 然 地 .8 式 两 边 都 有 食 (2) 的 项 。 只 须 从 中 把 
f(z) 作为 未 知 元 解 出 , 即 可 得 到 了 (2) 的 一 种 有 理 带 近 式 。 讽 
如 

0", Ee 10, Jom#, Arcte zg 
CFI) etainh ls), s"(a+blogs, 
(1—2) [Ro)]®, 
其 中 ER(w) 为 任意 育 理 配 数 ,; 而 c 为 任 者 指定 的 实数 等 等 函 
数 ,都 可 以 采用 HSO 公式 而 获得 相应 的 有 理 通 近 式 。 
+ + 


酌 1 设 f(2) =e” 取 2=0。 从 相应 公式 (, 引 中 解 出 
本 得 9* 的 有 理 副 近 式 
5 
入 


> (Di) 1 )z+Bu 


性 2 ’ 
名 【一 二) (2n—7)! 、 ) Ea 
其 中 Ra = 2 [rts—D "orgs, 


会 去 (4. 欠 中 的 EBs, 即 得 @ 的 近似 有 理 分 式 。 

分 别 取 % 一 0, 工 3,…, 则 由 .本 得 到 逼近 式 

1 2+ 12+6z++2 1920 十 60z 十 122 十 2 

1 zs 一 二 00607+ 1 
它们 恰好 为 多 的 [0/0],， [4/4], [2/23, [8/ 和 人, … 了 adé 驯 近 。 
这 自然 是 一 个 很 有 趣 的 巧合 。 

当然 并 不 是 一 切 函 数 的 HSO 有 逼近 都 能 得 到 Fad6 还 近 
式 的 。 事实 上 , 如 果 取 了 (2) 一 exp tare 契 功 ， 则 其 HSO 逼近 
(zt 一 0, nn 一 1) 为 


二 = 


‘(4.5 


1 1 
工 十 可 2 十 六 十 村 中 
f= 一 一 一 一 2 一 。 
一 可 2 十 六 
但 相应 的 Pad6 逼近 却 为 
1+0.842+0.8723 十 - 直 杰 
i et PT > ，。 
例 设 f(2) =oexp 二 人-~0 wa- 多 时 ,由 HSO 公 
式 给 出 的 逼近 式 为 


(12—2) /vy 2m 
Ou Tat 


- 它 在 (一 ce， co) 上 的 最 大 误差 为 0.0125。 四 
但 如 果 采 用 Darboux 公式 ,其 中 取 史 全 为 [0, 切 区 间 江 

的 最 小 罕 偏 差 多 项 式 T(z)， 出 对 同一 个 了 (四 所 得 逼近 式 为 
(16—2) /Vv 2 
fT 

它 在 (一 oo, ce) 上 的 最 大 误差 为 0.026。 


心 


和 .2 役 分 修正 拭 法 【Ohemney-Loeb 算法 ) 


对 于 给 定 的 函数 了 (wy， 有 理 逼近 问题 , 相当 于 选取 o a 
使 得 
4@, OD) —sup If (0) —Een/E di] ~ min; 
为 了 给 出 一 个 一 般 算法 , 考虑 


4(0) -sap (Bt (4.6) 


其 中 (4 0) 表 示 4 与 c 的 内 积 , 且 e 仪 限于 在 下 述 区 域 构 


于 D=-t{ Ei(B, 0)+b>0, 对 一 其 页。 {4.m) 
本 节 将 仪 限于 4 的 取 俏 范围 是 一 个 有 限 集 侣 。 

定理 13(Ch6ney-Loeb) ”4(e) 于 区 域 力 上 的 局 部 极 小 
上 赤 然 相 是 整体 极 小 。 

【 诈 】 假若 不 然 ， 即 设 有 是 4(0) 在 上 的 韭 整体 的 
局 部 极 小 值 点。 则 存在 点 or€ D, 使 得 

Ate™) < d (0*), 

- 作 精 坊 函 数 。 。 R(0) =.$4 人 十 下 


{BB', 0) Oo? 
并 选 取 么 使 
Ro) =A(0") 
且 虹 (9) 在 @ 方 向 上 是 不 减 的 。 因 Rte) 于 力 中 是 连续 可 向 


™w dD 


的 , 根据 Rolle 定理 , 存在 点 Xe 十 在 一 为 o 人 0 和 << 世 ,使 得 
aRt 


ST 0, 


Hh 
实际 进行 导数 运算 ,有 
ee = {[CB', 0°) + BCA', 0°—o0°) 
一 [Cd oo 十 oa (CB, o~—o0")} 
X Te 人 一 X60 于 本] 一 个。 
不 难看 出 .9 的 分 子 不 依赖 于 X。 所 以 它 只 要 在 某 一 处 为 
9， 必然 钼 处 为 0。 是 故 诬 在 连接 ee 与 吧 的 线段 上 有 


RC0) 三 常数 ， 
廊 以 do 六 天 (0 一 吾 (e 放 一 0 yo 
定理 证 毕 。 
定理 1 为 使 六 是 4(0) 在 了 中 的 极 小 值 点 ,必须 且 只 
须 线 性 不 等 式 组 
(CAB D0 GED (4.8) 
不 相 容 , 其 中 
p=A400), I {|B(0) =—p}o (4.9) 


[证 】 很 设 e 是 4(0) 在 了 上 的 极 小 值 点 。 则 对 充分 小 


的 有 有 
do 2) AC0") o 


于 是 必 存 在 某 YE 了 使 得 
(44 0 十 区 -Fas ~> CA 0 ta _ 
(Bl ots)+b” (HB, od) 4b Mo 
有 从 而 Ca pgB, ota) +a On, 
整理 即 得 
AimB', 2 CA RB, oto — dum0, 
接点 的 定义 ， (4 一 Bi, 的 ) 十 4 一 Bt 一 0。 于 是 


CA iB!, 2 0 
即 民 ,中 不 相 容 。 必 要 性 得 证 。 
反之 , 设 (4.8) 不 相 容 。 则 对 任何 都 存在 3E 工 使 得 
(4 pF 动 。 
盎 一 方面 , 按 点 的 定义 ,有 
(A:, 0) Fam=uL(tB:, 0) + 0b, 
上 坎 式 两 边 对 应 相 如 ,得 
Cd 二 四 十 员 守 [Bi 5 十 科 十 机 ]， 


CA 6 十 各 十 本 
即 dko +t de ) 


是 故 0 为 航 小 秆 点 。 充 分 性 得 证 。 证 些 。 
今 设 4， 忆 二 = 二 2) 为 任意 集合 卫 上 的 实 值 函 数 ， 
假定 对 一 切 eED 和 一 1，…, m%), 均 有 


0O<ae B08, (4.10) 

重新 定义 
A(0) —max 人 。 {4.1) 
做 分 修正 算法 的 具体 算法 如 -下 


1° 选取 初始 近似 ED， 
2” 假定 o* 已 经 求 得 (tI1，…'), 往 求 辅助 函数 
By (0) ~ max A 0) 2 (4,12) 


1(0% 
于 口中 的 极 小 秆 点 ,并 以 其 作为 新 的 近似 向 量 oz。 
这 样 可 形成 一 个 向 量 序列 fo 叶 。 关 于 序列 {fo 叶 的 极 小 
化 性 质 是 Cheney-Toeb 建立 的 ， 
定理 到 (Cheney-Loepb) 4(o") 随 上 上 的 增 大 而 单 泣 下 陈 ， 
且 
lim 4(c9 一 inf d(e) 。 (4.18) 


[证 】 首先 ,由 于 o* 是 65400) 的 极 小 值 点 ; 
Bp (C0) Or (0 ") 


Ailo™ dx) 一 0 4.14 
一 加 8 Bc -7 00 ) 中 《 ) 


对 尾 意 0, 亦 有 
Br{0) dy (C0) 
max [[ 作 和 -40 Be | (4.15) 
于 (4.1 辣 中 取 6=*, 并 利用 (4.1 和 可 得 
BsCe) > BLA) — dl] (4.16) 
选取 cE D, 使 得 
df 的 sd ‘(4.17) 


这 样 的 。 车 不 存在 , 则 + 已 为 所 求 , 从 而 无 须 讨论 。 由 
(4.1) ,可知 
4 _ 
0 <] 
一 站 [4(0) — A401)] 。 
于 是 联系 (4.16) 式 可 知 


A(0*) 一 do <- 生 [4 (0) —A(e*-D)], 


即 4(o < ACe™) +-[4 (0) -doz-9]。 
根据 下 确 界 与 下 界 关 系 , 有 
4(9 A D+ Bs [dA] (4.18) 


由 (4.17) 及 上 述 不 等 式 可 知 4(0) 吧 4(o*D, 妈 4(e) 单调 下 
降 。- 
各 pa 重 


车 4fo9 单调 下 降 而 趋 于 一 oo0, 刚 显 然 咕 为 极 小 化 序 
列 。 和 否则 4(o9 随 无 无限 增 大 而 趋 于 确定 的 极限 值 。 于 是 只 
须 在 (4.18) 中 令 -> co， 得 志 
4 —lim 4(e* D>0。 
但 由 省 志 dre* 耻 ， 又 有 
4<limd(o"’), 
从 和 而 他 .13) 式 成 立 。 定 理 14 得 证 。 
(Cheney-Loeb 还 指出 ， 对 6= fei …, or)， 度 
A(0) 一 sup | 一 Go 区 [te ©)|, 
其 中 了 了 (2) EOTa, 幻 , 而 
情人， 的) | Op, RE, 8) = > om 1, 
采用 下 述 方法 产生 的 序列 {0 号, 使 得 4(e) 县 
lim 4(on 一 个 : 
和子 章 位 方 体 | 中 | < 上 选取 加 使 于 [a, 阅 上 电 (o 由 全 任 
对 给 定 吕 ,到 
Bt0) = moa {lf (eo) (0, 2%) -P(e, | ~ Ae Qe, w)} 
于 单位 方 体 上 的 极 小 什 点 作为 让 1…。 
特别 , 当 对 4{o) 的 每 个 极 小 值 点 0 而 言 , 了 (0', 中 与 
Qto ,中 均 互 质 , 则 limo=e"。 


$65. Prony 指数 开通 近 方 法 
Prony 方法 是 一 种 获得 指数 型 非 线 性 逼近 的 重要 算法 。 
其 目的 基 狗 造 一 个 函数 


f(D) DA (5.D 


”人 4 = 


rot a 


”使 得 


fu) pe (=0, 1,**, 2n—1), (B.2) 


其 中 轩 为 步 长 ，{f0 鸭 缘 定型 从 , {4 各 8 为 等 求 的 2 
个 参数 。 . . : 
引入 新 的 变量 
wr (jl, ,eo 

并 按 下 式 定义 变量 on _ 

os — (2—m) (ss) (ew —1), (5.3) 
于 是 (5. 们 , (5. 允 等 价 于 

fi~AW G0 ln nl .5.1 


由 (5.8) 和 和 (5. 人 可 得 方程 组 
各 
-> 4d]=0 (k=0, 1, -…, 1—1) 
因为 内 = 卫 于 是 上 述 方程 组 可 写 为 
fom fer b=0, 1, sl) (55) 


从 中 解 央 mo om …， ow_-i(ow 一 为 已 知 )。 然后 依据 (5.3) 
式 ,求解 高 次 代数 方程 


凡 十 oo an 十 .十 om 十 ao 一 个 (5.6) 
得 强 % 个 根 A Wy *"", np 最 后 按 公 式 
= 市 108 一 1 区 (5.7) 


其 可 定 册 4. 了 中 的 指数 sy 来 。 再 由 上 扯 . 务 中 前 呈 个 方程 组 
成 的 方程 组 解 出 司 . 蕊 中 的 各 个 系数 4 …， 由 。 
以 上 就 是 Prony 方法 的 概貌 。 下 面 米 讨论 rony 方 滤 
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与 乞 变 换 的 关系 。 
所 谓 一 个 函数 了 下 的 民 变换, 乃 是 
Fr (全 = fot fe tt fon 1 es, (5 .8) 
其 中 天 = 了 (GT) GG=0, 1 …)。 按 定义 , 显然 os 的 上 变换 
为 


A _ 
Hg 


于 是 不 难看 出 由 6. 了 所 给 出 的 如 ( 旭 9 的 2 变换 应 该 具有 形 
式 


Wt) Fo 50 

我 们 希望 到 的 恰好 为 7"(2) 的 Paa6 通 近 ; 即使 
Ga-12 
一 【 济 十 oo don 十 02 十 oo) 
x fort fa ltt fm Co 

两 边 从 六 至 的 系数 相等 。 这 样 得 到 由 2 个 方程 组 成 
的 方程 组 _ 

fo= @n, - 

Foot On 四 《5 .10) 


fo t frowt-- fs ap- a 
foot- Fiore tf 0n_1t f= 0, 
900+ fa0nt aa Te 一 0， (5.11) 


f oo 二 no .二 3n— st jn_1 二 他, 
不 难 发 现 (5.11) 与 (5. 本 是 完全 一 样 的。 所 以 在 Padé 到 近 
(5.9) 中 的 foj 和 由 此 确定 的 {2j}、 {5} 等 恰 为 Prony 方法 
中 的 那些 同名 参数 。 | 
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再 注意 到 


4 位 4o 叶 - 裤 A o 
1 =1 | 

因此 在 求 出 (6.11) 中 的 各 个 oy 以后, 先 按 (5.10) 求 出 各 @ 
然后 形成 性 .切中 的 有 理 蚂 数 Zs(%)。 最 后 依据 全 等 式 


1 _ Ay 
Ea “~ 癌 rk 


即 癌 定 出 省 个 系数 A1， 449， -…， 4 来 。 
以 上 淄 析 表明 Prony 方法 从 实质 土 讲 , 是 与 某 相 应 忌 介 
黎 的 Padé 开 近 相通 的 。 
例 役 了 (t) 蚌 单 位 方形 脉冲 
T， 当 0<t<1, 


f() -1 于， 当 i- 
0， ”别处 。 


联 吕 一 3, 工 = 半 3 型 值 则 为 
fo=L, fi1=1, fa=1, 
fa=1/2, fi—0, fo—0, 


a 
H(z) = sy E] 1 
2) 十 tia 十 042 十 cio 


于 是 


二 1 十 2 了 十 a9 二 去 2"3 4 foe tse 


与 (6.1 了 10) 相对 应 的 线性 方程 组 汶 
og 二 十 a 一 1/3, 


oo 二 ou 十 癌 oe 一 0, 


1 
ao 十 二 噶 一 0o 
其 解 是 oo= —1i/2, a =1, 0a= —1, 


Ep re pr -- -- -一 - -= 一 一 一 


于 是 如 (办 的 分 母 为 


雄一 名 十 8 一 172。 
它 的 零点 是 
st=0.64780, zo.s=0.17810+ 必 .38072, 
fa(B) 的 指数 则 为 


5 一 —1.80254, sg.3= — 0.88847 24,10697。 


又 出 (5.10) 得 出 
un=—1, 25 一人， =, 


fT 并 十 
Eta ($1) (2—29) (2— za)" 
将 其 展 成 部 分 分 式 , 求 出 


A1=1.47867, Ay,s = —0.28683 干 闪 .07480。 
因此 
fu) =—1 .7807.0 1 
二 2Re[{—0.28683—0,074806) et-3s847+4.1009704] 
二 1 _ 78076- 13 
—0.496740 ”3847 00g [4 ,了 0097t 十 0 .80592) 。 
其 通 近 情况 如 图 所 示 。 


4 这儿 深山 | 


第 七 章 习 是 


1. 设 EC 一 化 |( 信 0}, 而 下, 工分 别 是 连续 函数 空间 如 [rm 杂 
中 的 Ph 维 线性 子 空间 。 i ny im 利 1 , mp yntt) 分 别 是 
五 和 了 的 两 全 基 座 。B 是 满足 下 述 两 条 件 的 有 还 画 数 - 


zy (Saeed) ) Ab) 


所 作成 的 类 .“ 
i) 吾 ( 纺 于 [aa 中 稠密; 
(i 二 zw( 人 /yt 于 加 (WY) 上 一 至 连续 。 
若 假定 南 #E 了 y 才 9 邵 可 推 知 五 (的 于 [4, 9] 中 移 密 。 试 证 类 
Bw 是 CLa, 989] 中 的 一 个 封闭 子 集 (Newman 与 Shapiro)。 - 
3， 设 了 一 2 yy 中 满足 上 题 中 的 条 件 Q 且 它 在 吕 (y) 上 有 界 ， 
则 说 7( 轨 属 于 类 及。 对 任意 gC EULa, 有 加, 记 . _ 
PO) 一 A max |gtt) 一 站] 。 


身 呈 于 旺 入 


试 在 由 EY, yy 持 0 即 可 推 知 吾 ( 的 于 [a， 2 中 稠密 的 假定 下 ,证 明 对 任 
给 9(t) E0La, b]， 存在 关 办 一 x 必 )/y() 6 马 , 使 得 
EL 
(Newman 5S Bhapiroy 。 
3， 设 从 地) 一 Coy 三 0， im (8) ,8(w) 为 多项式 , 又 设 型 人 AD 
是 南 生 (oa 全 约 去 一 切 公 因子 所 得 汉 的 有 理 函 数 。 试 证 若 
HU Wp) 1 Cy Fr 
导 基 1 起 f 志 十 成立 ; 则 (5 一 zy,) 是 8(w) 的 因子 。 
4. 试用 回转 相 除法 把 下 述 有 理 分 式 化 为 有 限 连 分 式 : 
Dd ds 4 381e2 + 1353r 15114 
21ers 157% 汪 -409 “ 
5， 设 Boke) /Ri4(w) 是 不 可 约 有 理 分 式 , 且 设 钱 (o)，Bsta) 是 出 下 
{ Blt = Bet TI Bt) + Rrr1ts), 
了 pH 次 数 生 Et) 深 煞 ， 
则 必 有 基 正 整数 #4 存在 , 使 BusiCz) 一 0。 试 指 四 


Cml, 2, ») 


si 


剖 " 交 1 1 于 
RE + 
8、 试 求 aosz 的 [676] 级 Pads 逼近 , 并 将 它 表 成 下 壕 形 式 ， 
Po T Pear’ + Pac! 十 Po 
了 十 Cat Ga 二 Go 
个 计 它 与 sosz 在 区 间 [ 一 J, 二 上 的 相 革 误差 的 上 界 。 
7 了， 试用 待定 系数 法 确定 下 述 连 分 式 : 


Rat TE 
使 其 满足 插值 条 件 
Riews) fs) G1, 2, ..) 
《Thiele 连 分 式 插值 )。 


8. 已 知 下 述 列表 函数 . 


斌 以 Prony 方法 求 A(z) 的 指数 型 到 过 式 。 


2 和 


第 八 章 数值 积分 


$ IT 数值 积分 的 一 般 概念 
在 这 一 章 , 我 们 霜 论 定 积分 的 近似 计算 问题 。 从 微 积分 
学 中 我 们 知道 能 够 利用 Newton-Leibnitz 公式 


py- [een 
去 计算 的 定 积 分 是 很 少 的 。 事 实 上 上 ， 在 实际 问题 中 ， 我 们 常 
常 陷于 无 法 利用 初等 西数 去 表 出 原 函 数 | (c) do 的 困境 。 例 
如 ,对 于 概率 积分 与 可 圆 积 分 
PP 的 -天 jd (0<: 一 co) 
和 BO -| VITEe sds (0<t<2n) 


来 说 ,我 们 便 遇 到 了 上 述 的 困难 。 因 此 由 于 实际 问题 的 要 求 ， 
我 们 使 不 能 不 考 求 定 积分 的 近似 计算 问题 。 
以 下 , 我们 所 讨论 的 求 积 公式 绝 大 密 数 具有 如 下 形式 ， 


Jp Wf dn DB Arf (om), GD 


其 中 以 为 求 积 公式 的 结 点 ，4s 为 求 积 系 数 。 通 常 , 称 右 端的 
和 为 求 积 和 ; 又 称 


EI =) pe)f (0do— DAsf (om) 
为 求 积 误差 。 有 时 ,也 将 求 各 公式 写成 
Jp WF Oa DA en) + 有, 
: 38 > 


在 以 .了 DD 式 中 ，[a, 中 是 实 直 线 上 的 有 限 或 无 限 的 区 间 
冰 数 plw) 是 已 知 的 固定 的 栈 数 旦 带 常 是 pC 三 1, 以 后 我 们 
将 称 它 为 权 邓 数 。 此 外 ,我 们 还 假定 积分 


J odf ed, | ewor de (m=0, 1, 2, oo) 


总 是 存在 的 ， 并 且 丽 数 (%) 丰 点 1 ,处 是 有 定义 的 

一 般 说 来 , 求 积 公 式 革 .了 中 的 结 点 ww 和 系数 dz 可 以 按 
所 希望 的 方式 随意 选取 《除非 是 被 积 函 数 仅 在 一 离散 点 集 上 
是 已 知 的 , 那 时 只 好 限制 从 高 散 点 集中 去 选取 ms 了)。 自 然 ， 
我 们 总 是 希望 通过 各 和 上 必 的 选取 使 得 在 某 种 意义 下 求 积 误 
差 尽 可 能 小 。 

概括 来 说 , 数值 积分 问题 可 分 解 为 下 述 的 三 个 主要 问题 

(£) 精确 性 程度 的 衡量 标准 问题 

(2) 求 积 公式 的 具体 构造 问题 ; 

(8) 余 项 估计 问题 ‘ 亦 即 ,误差 估计 问题 )。 
为 了 合理 地 解决 第 一 个 癌 题 ， 我 们 苦 引 进 代 敢 精 度 的 概念 。 
为 了 解决 第 二 个 问题 ,我 们 必须 考虑 结 点 jy， ww,，…， ws 和 求 
积 系数 4 4a， …, 4 的 决定 :或 选择 ) 问 题 。 至 于 第 三 个 阿 
题 , 则 主要 是 借助 于 内 捕 多 项 式 的 余 项 估计 公式 来 解决 。 

由 第 二 章 的 Weierstrass 多 项 式 近 近 定 理 可 知 , 对 于 闭 
区 间 上 的 连续 函数 ,都 可 以 用 多 项 式 去 一 致 地 甫 近 它 。 换 条 
话说 ， 任 一 连续 函数 都 可 以 用 客 项 式 作为 它 的 最 简单 的 近 做 
防 数 。 一 般 谨 来 , 多项式 的 次 数 取 得 越 高 , 用 它们 来 近似 连续 
销 数 的 程度 也 就 越 高 。 这 自然 使 我 们 想到 利用 多 项 式 的 次 数 
去 规定 求 积 公式 的 精确 性 程度 (所 请 代数 精度 ) 。 

代数 精度 的 概念 是 这 样 ， 就 形 如 民 ,1) 式 的 求 积 公式 来 
说 ,假如 对 了 8@) 一 二 we "(或 次 数 所 mm 的 多 项 式 )， 
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他 


公式 恒 精确 地 成 立 ( 亦 即 吾 [月 -0), 而 当 了 (o) om 所 时 公式 
就 不 粮 确 成 立 ,这样 就 称 公式 (CL. 的 代数 精度 为 mm。 容易 看 
出 , m 越 大 , 则 就 一 般 的 连续 画 数 了 (w) 而 言 ,公式 红 . 了 的 右 
端 数值 与 左 端 积分 值 的 接近 程度 也 就 越 离 。 事 实 上 , 当 % 越 
大 时 ,用 次 数 不 离 于 m 的 多 项 式 ( 例 如 2 人 o)) 去 近似 了 Ko) 亦 
就 越 好 ， 即 ax -| 了 (we) 一 p(w) | 一 5 便 越 小 ， 因 而 公式 (1.1) 


前 误差 亦 就 越 小 。 理 由 是 ， 
ha~ |p OF Odo DA fe | 
(fip (LF ~ po)Jdo— PD Asff (en) —p (ei)] 
<| p(w) dndvt > 


由 此 可 见 ， 引 进 代 数 精度 的 概念 作为 脆 量 求 积 公 式 的 精确 性 
是 十 分 自 艇 的 。 
下 而 的 定理 说 明了 具有 代数 精度 的 求 积 公式 的 存在 性 。 
定理 1 对 于 任意 给 定 的 x 个 不 同 的 结 虑 9,…, wm 有 
常数 41，，…， 4 使 得 当 于 (12) 是 次 数 丰 mn 一 1 的 多 项 式 时 求 积 
公式 引 , 二 精确 成 立 , 亦 即 


[pF do= BH Af on) 


【证 】 设 已 给 定点 Wl Vn, 和 并且 2o-i( 纪 是 男 煞 郑 (o 
在 这 些 点 上 的 Lagrange 播 值 多 项 式 , 亦 即 
f (0) -mm-a(o) 十 吾 [ 广 四 ， 
此 处 po) = Th(WF (on), 
bs) = 0/ (o-oo (0), w= te) (0m)o 
于 是 
人。 


， 
| pf to do z 
-| op so dot | pl BEES oldv, (1.9) 
现在 ,我 们 定 头 
Ai=) pl he) dm (=1; Sy 7), (1.8) 
则 《1.2) 式 变 为 

| ptf (wyas 

A +| pl) HEF oJds。 (49 


但 是 , 车 (0) = 加 (人 是 次 数 志 2 一 上 的 多 项 式 , 则 了 (0) 

到 bito)。 这 意味 着 吾 [ 方 四 反 0 改 
| pl BEF, gl]dw —0, 
证 毕 。 

注意 ， 上 述 定理 并 没有 要 求 w 一 定 要 属于 区 闻 fz, 妇 。 
另外 ,定理 只 基 断 言 了 , 当 4; 由 在 . 芒 式 决定 时 ,公式 {1 .1) 
对 于 一 切 次 数 所 mn 一 1 的 多 项 式 是 精确 的 , 这 个 公式 对 较 高 次 
的 多 项 式 可 能 是 精确 的 , 也 可 能 不 是 精确 的 。 换 育 之 ,定理 1 
说 明了 公式 全 . 轿 的 代数 精度 d=>n 一 1。 

以 后 ,我 们 称 求 积 系 数 出 以. 台式 决定 的 求 积 公 式 为 接合 
型 求 积 公式 。 由于 对 次 数 不 超 过 mw 一 二 次 的 任 一 多 项 式 了 (ww) 
说 来 , Ef; 圭 0， 所 以 个 结 点 的 揪 值 型 求 积 公式 的 代数 
精度 Ge 一 1。 反 之 ,容易 证 了 明 ,， 代数 精度 gzn -1 的 % 个 站 
点 的 求 积 公式 一 定 是 插值 型 求 积 公 式 。 特别 , 当 ww 二 1 
区 属于 [a, 四 时 ,我 们 称 公式 2 
让 


[pW ode DB Ahrf on) (1.5) 

为 内 桔 型 来 积 公式 ,其 中 求 积 系数 由 下 式 确定 
DJ 四 
人 GF=1, 7, Wo (1.6) 


革 和 ，ewton-Qotes 公式 
设 [&, 站 是 一 有 限 区 间 ，p( 四 本 1。 邻 天 = 全 一 CA wo 
二 好， 1 二 不 十 记 ， 0 n= 中 十 Ph 一石， 则 依 定 理 卫 有 常数 .44z 使 
得 求 积 公式 
| fae DB Asf le (2.D 
对 于 一 切 次 数 <n 的 多 项 式 是 精 兢 的 。 事实 .上 , 当 4s 由 (1.6) 
式 决 定时 (注意 ,此 时 oo) = (一 mo) (一)… (8 一 0); 让 一 
0, 1 …, 雪 ， 上述 求 积 公式 的 代数 精度 4>n。 以 后 , 我 们 称 
太 个 结 点 的 内 插 型 求 积 公 式 为 友 点 的 Newton-Cotes 公式 。 
通常 , 称 一 个 结 点 的 Newtan-Cotes 公式 
| far= (6—o)F (0) + (2.2) 
为 起 形 公式 ; 称 2 个 结 点 的 Newton-Cotes 公式 
[fao= 8) FD) 17) + EIA (2.3) 
为 梯形 公式 ; 称 3 个 结 点 的 Newton-Cotes 公式 ， 
| .F(a 入)+ 生 1 (9)+ + 名 f(D) + 加 [用 
(2.4) 


为 Simpson 公式 。 此 处 及 = 二 (5 一 a)。 
珊 在 ,我 们 考 虚 在 结 点 个 数 4 无 腿 增 大 的 情况 下 
+ 


Newton-Cotes 公式 前 收敛 性 问题 。 下 面 定理 的 绩 论 说 明 答 


案 是 否定 欧 。 
定理 & 设 [e, 如 是 有 有限 区 间 ， 并 设 已 给 出 求 积 公式 序 


列 

[fa DAs (os) tH (n=2, 3, *)o 
它们 具有 性 质 ， 

(i) wu。 他 = 也 …, 芭 是 不 相同 的 且 在 fo, 妆 中 ， 

(和 i) 4us 使 得 % 点 公式 对 所 有 阶 数 专 %n 一 的 多 项 式 是 . 
精确 的 。 

如 果 当 %->oo 时 ,数列 


Vi 一 > [Ainf n=2, 3， …) 
无 腿 增 大 , 则 有 函数 (2) E Ca 可 使 得 数列 
| As,nf Can) (n=—2, 3, oo 


不 收 伍 于 积分 | Ge)da。 | 
定理 风 令 而 (一 0， 他 表 示 % 并 点 Newton~- 
Cotes 公式 中 的 系数 , 则 当 m->co 时 数列 


z 习 14uo| 
无 限 增 大 。 . 
| 定理 2 与 定理 3 说 明 Newton-Cotes 公式 并 不 总 是 收 伍 
于 积分 的 真 值 。 z 


由 第 一 章 插值 余 项 公式 (3.2) 可 知 , 梯形 公式 的 求 积 误 益 
为 
再 [用 = | fee, Bb, eo) (oe—bdr 2. 
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设 F(a) 有 连续 的 二 阶 徽 商 ,由 于 当 e<<o<c5 时， 
(Wa) 0, 
所 以 对 2. 加 式 应 用 中 什 定 更 可 知 必 有 [z, 如 中 的 点 名 和 志 
使 得 
BLEFI -7 (Co b, 人 | 一 Cd 
(op 
-一 一 让 一 天 的 。 (2.6) 
同 理 , Simpson 公式 从 .多 的 求 积 误差 为 
BIA =-) fle,B, 0, 本 Ge 一) (w—B) (es—o de (2.7) 
设 7(c) 有 四 阶 连 续 的 微 商 , 由 于 
-Dm 一 雪 红 (6 一 反 (wv 一 后] 
故 由 分 部 积分 公式 和 积分 中 俏 公式 可 得 
BA =) Fe, b, 0, DA) ow- 
= f(a b, e, t,t) [5a) (w— 8 las 
-fo, b, ee é2| (Ge 一 cyate 一 区 2 
-一人 je 人 (c<E<D。 (2.8) 
从 Simpson 公式 的 求 积 误 莽 公式 (2.8) 可 以 看 出 , Siimpson 
公式 的 代数 精确 度 是 3。 
从 公式 @.6) 和 (2.8) 看 出 ; 对 给 定 的 被 积 函 数 了 (2) 而 
言 , 当 积分 区 间 缩 短 时 , 求 积 误差 以 更 快 的 速度 减 小 。 因 此 在 


实际 计算 中 为 了 和 操 证 计算 的 精度 ,往往 首先 用 分 点 
Di 十 人 一) 一个， 了 n) 


将 区 间 fx, 太 分 成 % 个 相等 的 子 区 疗 ， 
[zo, w1], [es, Bal, [si Wn), 
而 后 对 每 个 子 区 间 再 应 用 梯形 公式 (2.3) 或 Simpson 公式 
人 @. 涩 。 例 如 ,对 每 个 子 区 间 应 用 梯形 公式 (2.3), 得 到 
| ¥@)ae 
(Fo) tf le)) -二 (人 2) FE 
于 上 式 中 会 挤 余 项 并 对 从 0 到 % 一 1 求 和 ,可 得 一 个 新 的 求 
积 公式 
fas (FO T1042 (ats)). 

(2.9) 


上 述 求 积 公式 的 误差 是 
[= 六 (Os) BE) .10) 
车"(%) 连续, 由 于 所 均 为 [a, 要 的 内 点 ,所 以 由 中 值 定理 有 
ODE (et<b), 
将 其 代入 (2.10) 式 ,得 到 
6 @.1D) 


公式 好. 师 称 为 复 比 梯形 公式 , 求 积 误 痊 由 (2.11 式 确定 。 
闻 样 , 我们 可 以 建立 复 化 点 mpson 公式 。 用 分 点 
tj a /2n 【了 一 0 1,.., de) 
将 Le 站 分 为 34 等 分 。 然 后 .在 舞 个 子 区 辣 
[zo, a], wa, va], --*, [eron_a, Wn] 
上 应 用 虑 mpson 公式 并 求 和 , 得 到 


”260 ， 


J fa 


-| fw : 
ef 二 PCD 二 4 Fe 二 (2 二 人 2 


和 ) | + ELf, (2.12) 


+2Sf(ats 2 一 
其 中 


“an[ 放 一 -0 (3 3 入 二 ) bE 8 
-my FE (océ<b), (2.19) 
递 推 关 系 是 数值 方法 的 重要 技巧 ， 它 具有 针 构 紧 资 和 使 
于 在 计算 机 上 实现 的 特点 。 下 面 , 仅 以 梯形 公式 为 例 介 绍 一 
下 所 谓 的 逐次 分 夺 算 法 。 | 
首先 在 整个 区 间 [a, 加 上 应 用 梯形 公式 算出 积分 近似 值 
ZT 然后 将 [a, 四 二 等 分 ,对 nn 一 2 应 用 复 化 梯形 公式 算出 Ts 
再 将 每 个 小 区 间 二 等 分 (即将 [2, 好 四 等 分 )， 对 n 一 4 应 用 贫 
化 梯形 公式 筑 出 Ps 如 此 于 去 , 直至 相 今 两 个 信之 莽 小 于 侈 
许 误差 为 止 。 应 注意 , 在 计算 后 面 的 mw 时 可 以 利用 前 面 算 

击 的 二 的 植 ， 
*) 


TS Ot) 2 (atis 
+2 df(e + (2% —1) ~ 二 2) 
~ 5 【2 + f(a (Qi 2e)) 


-二 (2 十 Ha 下 人 2 + 143 


- 1 


其 中 
百 。- 2 一 ft De) (2.15) 


为 复 化 中 和 窍 形 公式 。 应 用 公式 届 .1 和 和 (2.15) 计 算 Zw 时 内 


村 计算 被 积 国 数 产 拉 在即 个 点 处 的 值 就 可 以 了 ,下风 递 推算 
法 减少 了 计算 量 。 
现在 ， 我 们 来 看 一 看 为 御 么 可 以 通过 相 领 两 个 近似 积分 
值 之 差 来 手 制 计算 过 程 。 念 
I=)| Fld, 
旭 核 (3.10) 式 可 知 


Bf IT (Le) Be, 


Eon [Lf] =1T— T°— -天 (2) 冯 rr" Co 
将 两 式 相 除 并 注意 当 郊 充分 大 时 ， 


二 | Pa 
Sm) of fF" Cod 


Iw Cr — T,) o (2,16y 


(32.16) 式 说 明 , 车 两 个 相 考 的 积分 近似 秆 人, 与 Ts 之 差 为 多 
许 误 差 . 刚 Ts 与 积分 精确 值 之 差 大 约 是 角 许 误 郑 的 三 分 之 
一 , 因此 计算 可 以 至 此 为 止 。 误 差 之 此 神 居 计 法 称 汶 后 天 悟 
计 ( 事 后 估计 )。 

对 向 mpson 公式 也 有 类 似 的 算法 , 于 此 不 细 说 了 。 上 比较 
会 式 尼 .14， 公 .12) 和 亿 . 约 ,可 以 得 到 复 化 得 mpson 公式 与 


vv 262 。 


+ 
nm 


梯形 公式 的 如 下 关系 : 


Sa = 妆 Pa 一 去 Zn 《2 .17) 


8 


33，Romberg 方法 
.现在 让 我 们 比较 一 下 复 化 梯形 公式 与 复 化 Simpson 公 
式 。 复 化 梯形 公式 仅 对 一 次 多 项 式 精 确 成 立 ， 站 和 伍 速度 是 


(三 ) ， 而 复 化 Simpson 公式 对 所 有 次 数 不 超 过 8 的 多 项 式 
精确 成 立 , 收敛 速度 是 (二 ) 。 所 以 一 般 说 来 Simpson 公式 


芭比 梯形 公式 好 。 然 而 如 果 我 们 用 逐次 分 半 算 法 计算 了 了 1， 
Za, 4 ， 则 根 避 ,17) 式 顺便 就 可 以 算出 复 化 全 mpson 公 
式 的 值 Ss,，534,…。 向 样 , 用 Sa 和 Ss 作 适 当 的 线性 组 台 叉 
可 以 得 到 更 好 的 求 积 公式 。 这 种 用 两 个 相 邻 的 近 租 公式 (其 
中 一 个 公式 是 由 男 一 个 公式 的 分 半 得 到 的 ) 的 线性 组 合 而 得 
到 更 好 的 近似 公式 的 方法 ， 就 是 近代 电子 计算 机 上 常用 的 
Romberg 来 狐 方 法 ， 志 明 逐 次 分 半 加 建 法 。 形 如 局,17) 的 公 
起 也 间 逐 闫 分 半 加 迷 公 式 。 

公 臣 如 ,47) 是 由 比较 求 积 公式 的 系数 得 到 的 ， 下 面 想 从 
荔 一 个 角 座 ， 即 从 近似 求 积 余 项 的 分 析 来 引出 这 种 加 速 公式 
的 一 般 形 式 。 


令 7~| Fan。 
由 复 化 梯形 公式 的 余 项 


本 [月 一 [一 和 一 全 元 -P()， 


EBL] -I Tm — 8 FD 


可 以 者 出 [A BTA 0 


* Wd 。 


对 所 有 次 数 不 超过 ?3 的 多 项 式 精确 成 立 。 因 此 
4( 了 一 和 Ps) — (IT,) 0, 

亦 好 。 了 Tw 一 一 全 Tm 一 千代 
对 所 有 次 数 不 超 过 2 的 多 项 式 精确 成 立 。 事实 上 , 它 就 是 $2 
中 所 讲述 的 Bimpson 求 积 公式 ， 它 对 所 有 的 8 次 多 项 式 也 是 
精确 成 立 药 。 

同样 由 复 化 各 mpson 公式 的 求 积 误差 表达 式 

柄 [站 -TS 一 一 各 ro 人)， 


rT. (了 一 好 4 
Eh [Lf] 一 芋 一 总 ta 一 EC (7) . 
可 以 看 出 43B%, [有] — =0 - 


对 所 有 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 精确 成 立 。 因此 
(I—S) 一 (一 Sa 0, 
亦 妈 


| I 0 | (8.1) 
对 所 育 次 数 不 超过 对 药 狗 项 式 精确 成 立 。 这 就 是 复 化 0o 地 
会 式 。 复 化 有 
一 人 《一 让 
fa-0n ~ — Ts Fe) 


因此 ,实际 二 复 化 Cotes 公式 (3.1) 对 5 次 多 项 式 也 是 精确 成 
立 的 。 


当 % 二 1 时， wore 


和 ), 则 有 


OT Sr 
7 32 ~ 
A 
4 2 二。 


上 式 即 是 n 一 4 时 的 Newton-Cotes 公式 ， 也 称 为 Qotes 公式 。 
类 你 地 , 我 们 可 以 将 复 化 Cotes 公式 如 速 , 从 而 得 到 更 好 
的 求 积 公式 。 
依 紫 类推， 可 以 得 到 一 系列 逐次 分 半 加 速 公 式 ， 表 列 好 
下 : 


区 和 铜 等 分 数 恶 演 分 半 机 速 侣 束 


榜 形 公式 他 公式 1 
I 


Bimpeon 公式 人 公 起 站 


3 一 


4 
一 | ee 


村 


Cotes 公式 [0 公 [0 公式 )， 


Romberg 公式 (及 公 武 ): 
R= 


在 实际 计算 中 ， 逐 次 分 半 加 速 法 可 按 如 下 表 糙 和 逐 行 进行 
计算 。 当 表 中 对 角 线 上 出 现 两 个 顺序 接连 的 数 之 盖 为 允许 误 
洽 诗 , 邮 可 停止 运算 。 


= 入 引 ~ 


逐次 务 半 加 速 表 


了 公式 | 主公 焉 | 局 公式 | 下 公式 | 号 公式 【加 公式 


分 半 次 数 | 区 间 等 分 数 


并 使 误差 不 超过 0.0001 。 
[ 解 】 (了 的 “一 用 车 关公 式 得 ~ 


D1 -二 (f(D 二 730 一斑 了 0.75000。 


(2) 将 红 , 纪 二 等 分 
=f (地 ) = 号 =0， 66667， 


7 = 于 Ca Hs) 2 0.70883, 


Ss— a 0 .60444, - 
(3) 将 [1, 四 等 分 
可 CT) f(T))~20.68571, 


TsmB (Tt Ho) 0.60703, 


-+ 


RS a 0.69825， 
名 
网 69317。 
(4) 将 氏 , 2 和 八 等 分 
15 
和) 
T= 二 (T+ He) 0.694123, 
— 4 一 工 4 a 
So E20.69815, 
4aS。 8 
Os—— £0 .69815, 
Os C—O 
Re— R40.69815, 


由 于 jos 一 Rs =~0.00002 一 0.0001， 故 计算 可 以 停止。 积分 、 
的 近似 值 为 0.69815。 


有 本 Gansgs 迎 公 式 

在 $1 中 我 们 已 经 指出 ,个 结 点 的 内 播 型 求 积 公式 的 
代数 精度 至 少 为 mw 一 1。 那么 自然 会 问 ， 如果 同 时 多 许 适 当地 
选择 求 积 系数 和 结 点 加 他 一 二 …， 加 ， 则 它 的 代数 精度 最 多 
能 提高 到 多 少 呢 ? Gauss 首先 圆满 地 解决 了 这 个 问题 。、 

事实 上 ， 轩 于 4 种 络 作为 参数 来 大 共有 2n 个 ， 因此 如 
果 令 一 个 任意 的 加 一 1 次 多 项 式 

FRY aT wm 2 ap gn 

(或 者 分 别 令 (2) 一 二 42 op w 了 代入 江 . 国 式 的 酚 端 
而 令 其 精确 相等 时 ， 则 由 于 庄 系 数 % 的 任意 注 ， 我 们 借 得 到 
22. 个 联 立 的 旋 姓 ::: 正 周 为. 如 称 同 从 好 存 后 修了 四 将 情 好 


* 207 。 


阿 以 求 出 加 与 全 的 39 个 特殊 的 数值 ， 介 使 2 个 联 立 方程 
人 完全 补 满 足 。 这 桩 也 就 说 明 要 司 民 . 呈 式 两 端 精确 相等 竟 代 
歼 多 项 式 , 其 次 数 可 以 最 多 提高 到 2n 一 1, 换言之 , 形 如 仁 .5) 
起 的 公式 的 代数 精度 最 多 可 能 提高 到 2m 一 1。 通 常 称 具 有 最 
训 代 数 精 讼 徇 内 搬 型 求 积 公式 为 Gause 型 公式 。 

定理 3 和 欲 使 另 个 第 点 的 内 搬 求 积 公 式 忆 . 有 下 具有 代数 
糖度 2 一 1 ， 其 充 要 条 人 忻 是 ， 结 点 gi，z9,，…, wm 所 构成 之 因 
次 老 项 式 w(8) = 侣 一 旭 ) 位 一 2 提 ] … (0 一 0;) 必须 与 一 切 次 数 
不 一] 的 风 项 式 晶 () 在 [a, 如上 关于 pfz) 为 直 交 。 

[证 】 必要 性 ， 假 没 公 式 民 . 罗 具有 代数 精度 为 2% 一 1。 
则 对 任 党 次 数 所 mn 一 4 的 多 项 式 @(w), 慰 积 多 项 式 (0) @ (0) 
的 次 数 站 然 是 过 如 一 直 因而 直 题 度 


ip Wolo) Qt) ds = SE dol) QC) -0 


环 凤 wt2) 与 外 (四 关于 权 p(w) 为 直 交 。 

充分 性 ， 假 小 避 (%) 与 任何 次 数 <<n 一 1 的 多 项 式 为 直 交 。 
现在 给 定 任意 一 个 2% 一 1 次 多 项 式 了 (x)， 由 于 上 恒 可 宸 f(w) 
9) wt(w) 十 rT(w)， 其 中 民 (w) 与 +《w) 的 次 数 志 一 I 故 立 
即 得 出 (用 及 定理 1). 


|e Wf pW ods t plo)r (oa 
一 0 十 > A (mn) 
= A en) wn) Fr (on)] 


™ p> A (ep) o 
这 表明 公式 (1. 辣 对 了 (四) 恒 精 确 成 立 。 定 理 征 毕 ， 
sa 0 。 


， 契 揪 上 述 定理 可 知 我 们 的 问题 归 铺 为 : 给 定 了 pfo) 与 由 
究竟 应 如 何 来 作 因 次 多 项 式 ofz) 一 (8 一 434) (0 一 +8)…(v 一 1 
健 使 w(e) 与 任意 次 数 <m 一 工 的 多 项 式 @@(z) 关于 p(w) 恒 坪 
交 , 其 中 a 所 4 之 mg 过 … <w, 忆 5。 由 第 五 章 8 品 知 因 次 多 项 
式 @(w}) 可 震 示 成 : 


量 二 号 响 四 本 本 开学 本 四 叶 才 唱 汪 中 厌 可 山大 而 刘 本 主导 本 本 古本 居 


Ln 1 

定理 和 业 设 代 - 呈 为 Gauass 融 内 揪 求 积 公 起 ,网 其 求 积 系 
数 4xz 贿 为 正 , 且 4 有 一 个 与 届 . 乓 等 价 的 需 达 式 ; 

b 前 
一 2 Lee ap ,4.1) 
证 】 显然 ,多 项 式 
fm 一 [人 (的 7 (一 加 5 ~ 

的 次 数 是 不 超过 2% 一 3 的 ,并且 容易 看 出 


- 小 tk, - 
7 -| [er’ (1) J, 1~ho 


由 于 Gauss 公式 对 其 精确 成 立 , 故 得 
| eco7 (0) dr = (en = 和 [ago 于 
因为 pf ar>0, 所 以 


b= Tor PF (de>0, 
最 后 将 了 (0) 的 多 项 式 代入 , 便 得 到 公开 (4,1)。 
定理 苍 了 (2) 在 [a, 外 内 2n 次 连续 可 徽 ， 册 Ganass 型 
公式 红 . 辐 的 余 项 表达 式 为 


+ - 


了 [万 一 志和 | po ood (42) 


其 中 a wm) 一 (0— wi) (8— wo) 人 一 2 

【证 ]】 根据 Hermite 插值 公式 可 以 作出 一 个 次 数 拟 2n 
一 1 的 多 项 式 ptm)， 使 得 p(n) 一 fF (022), (yp) 二 六 (wp (= 
1，…-, %) ,着 且 


f Cw) p+ OO po GD)， 
此 处 9= Ko) E [a, 5], ww€ [a, 5] 二- 二， 且 。 
在 上 式 两 端 乘 以 pC) 后 再 积分 , 则 得 


| .pF dn 


-J .pod pO Sn ds (4.3) 
虐 然 9(%) 是 次 数 <2n 一 1 的 多 项 式 , 故 (4. 引 有 灿 的 第 一 项 为 
| ee@m= 家 4p 人 = 家 fkoo。 


注意 pte) [ew(w)]” 非 负 , 因 此 (4. 仿 式 右 端的 余 项 可 利用 积分 
中 值 定 带 改 写成 


BL — arf (Of pW) toto) J de 


这 样 便 证 明了 定理 5。 

由 和 2 定理 2 和 定 还 2 可 知 ， 即 使 (mg) 是 一 有 限 区 间 
[a, 如 上 的 连续 函数 ， 关 于 积分 | 7(a) 各 的 点 Newton- 
Cotes 公式 序列 也 不 一 . 定 就 收 全 于 积分 的 真 值 。 现 在 , 我 们 考 


庆 Uauss 型 求 积 公式 的 相应 问题 。 
定理 6 设 [e, 四 为 一 有 限 区 阅 ,并 有 dauss 型 求 积 公式 


序列 
二 人 Le 


[pf ds Annf on) =, 8) 
若 (内在 [a, 可 上 连续 , 风 此 公式 序列 收 伏 于 积分 的 真 值 。 
[证 】 我 们 需 证 ,对 于 给 定 的 s>0 存在 了, 使 得 当 #> 
如 时 有 
| pf War— DAsnf (ou,0) |<8. 


定义 C-| pl do Dh 
和 号 一 SA SO 。 依 Weierstrass 定理 , 对 给 定 的 5, 及 使 
得 
[fea) Qe) <8 (we La, B31)o 
和 若 ”> 开 ,， 风 序列 (人 .8) 中 的 ?点 公 式 对 Qty (0) 是 精确 
的 , 莽 和 而 当 m%> 交 时 存 


|f pC) FC) a — Tl Asnf (Win) 
和 (fie ao ple) Qn Cw) do 


+ 加 hr on) — DA,of Came) 
<| [po do -| pl Qo) oo 
+ 六 dir (ox) 一 高 A4of (omo)| 
-| {pW LF -er@]ao| 
二 | 窜 dunl@Qa (own) ~f (am) 1 | 
<| ol) If (0) — Qe) Ion 
4 2 至。 


DAs Cn) —F (on) | 
1 和 Ee 
< | pr) ast er HAs 
下 三男 二 _ 
<a0el = 208/ (30) -Ree 


Gauss 型 求 积 公式 序列 的 收 误 性 比 定理 6 的 结论 还 要 
好 。 可 以 证 明 , 这 -一 公式 序 烈 当 积分 存在 时 就 收 敏 于 积分 的 
真 值 。 
和、 各 anss 公式 和 辟 ehler 公式 
Gauss 公式 和 Mehler 公式 都 是 -一般 的 Gauss 型 公式 的 
特别 情形 、 因 为 它们 很 看 用 ,所 以 值得 专门 来 介绍 一 下 。 
古典 的 Gauss 公式 为 


fa A rE (5D 
因此 这 是 一 般 的 Ganas 型 公式 中 令 pe) = 二 [a, 下 = [一 也 
蔬 记 得 的 特别 情形 。 

根据 一 般 理 论 , 我 们 知道 公式 中 的 结 点 加 万 是 于 次 因 次 
多 项 式 (的 零点 ; 而 这 个 w(t 必须 与 一 切 不 超过 % 一 1 次 
的 多 项 式 &(w) 直 交 , 环 即 
{fotwea-0, 

虽然 这 样 的 wt 总 可 以 通过 矩 量 

m= a de =0, 1, 2, … 


作成 的 行列 式 表 示 出 来 ,但 是 这 样 笋 毕竟 是 麻烦 的 。 事 实 上 ， 
人 们 早已 发 现 著 名 的 Legcndre 多 项 式 


+ = 


Pa) gir HD 


治 好 具有 上 述 wtw) 所 要 求 的 直 交 狂 , 由 于 了, (w) 也 是 %% 次 多 
项 式 , 因此 它 与 我 们 所 需要 的 wm(%) 顶 多 差 一 个 常数 因子 。 容 
易 前 出 


P, (0) — Bs et 


困 此 所 需要 的 w(w) ( 即 最 高 次 项 的 系数 是 1 的 多 项 式 ) 可 以 
青 成 


“(0) = P(e) 


这 样 , 我 们 不 仅 解 决 了 Gauss 公式 的 结 点 问题， 而 且 也 印 以 利 
用 所 得 到 的 ok) 去 解决 求 积 系数 的 问题 和 求 积 公式 的 余 项 
问题 。 显然 


加 (f (zy PP. (w) 
4 -| Gy |), ey 
(65.2) 


但 是 用 这 个 公式 来 计算 如 还 是 不 甚 方便 ,事实 上 我 们 可 以 得 
到 更 简便 的 系数 公式 。 试 考虑 积分 


5.—| ,Eu Ps (nde, (5.8) 
注意 被 积 画 数 为 2m 一 2 次 多 项 式 , 故 由 Ganss 公式 知 
Bs — AntP, (oa)]。 (5.4) 


welt) , dv = PP (wds, 
一 


则 将 后 .3) 的 右 端 进行 分 部 积分 ,可知 有 
3 i z 
[Ef nn (EY, ea 
注意 上 式 右 端 第 二 项 内 的 被 积 沙 数 了 是 2 一 2 次 多项式 ， 它 
+ 


应 该 精确 地 等 于 Gauss 公式 的 求 积 和 。 又 因 P(x) 一 0 (看 一 
TI，3，…， 刘 ;， 故 二. 咖 式 右 端的 积分 等 于 零 。 注 意 如 (人士 电 
PDT 1 1 3 
8 —|[ re | Iie TT 圭一 名 


因此 依 (5.4) 式 , 便 得 到 了 -4% 的 系数 公式 ， 
2 
IP 0 


这 样 ,我 们 已 完全 解决 了 Gauss 公式 的 构造 问题 。 
在 验证 4 akz2) 的 直 交 性 时 ,我 们 曾 用 分 部 积分 法 处 理 了 
积分 


4 
7T-| P,(o)Q (od, 


现在 就 妃 (w) 三 P,(w) 而 言 , 则 由 同样 的 计算 手续 可 得 
ftp 1" DD"ds 
人 、 
tT? (5.D 
于 是 根据 Ganss 型 求 积 公式 余 项 的 普 记 公 式 ， 我 们 便 可 算出 
公式 全 .了 的 余 项 为 


BL ~ ol) ds 


2 1 + tan 
-tT Leany Ts A (2), (5.8) 
其 中 一 I<E<<1。 于 此 ,我 们 用 到 了 (5.7) 式 和 
tw XY = P, {yw) 。 
| 下 而 让 我 们 再 来 简要 地 指出 Mehler 求 积 公式 的 结 宰 形 
访 。 扬 注 eahler 公 支 就 是 如 下 的 特别 情形 , - 


a 从 了 攻 


pO0) -Fy [eH Ll, 1 
针对 这 种 情形 来 说 ,具备 直 交 性 条 件 的 因 次 多 项 式 @( 四 恰好 
就 是 蒜 名 的 Te6Hmes 多 栅 式 

入 (zx) 一 二 二 

它 的 明显 表达 式 可 由 org 的 展开 式 得 出 。 入 (2) 的 ”个 堆 

点 mz ws， wn 便 是 Mehler 公式 的 结 点 。 再 根据 求 积 系数 

的 一 般 公式 ,将 o(o) 三 T(z) 代 入 并 作 变 数 代 换 z=cos8, 则 
系数 为 

As= 


Fi COs (narc oos®) 。 (5.9) 


cog ng 
有) ey | a 9 一 公 。 65.10) 


上 式 中 的 三 角 函 数 (实际 是 m1 次 三 角 多 项 式 ) 的 积分 值 恰 
好 等 于 亚 包 (ou) 的 事实 ,读者 可 作为 一 个 可 题 来 论证 。 
综 上 所 述 , 可 知 Mehler 公式 的 形式 是 
[sO +BA, 6.1 


其 中 庄 o% 恰 好 是 ,2) =0 的 一 切 根 。 

公式 (5.11) 的 最 大 优点 是 求 积 系数 都 相同 。 这 在 应 用 时 
可 以 减少 w 一 1 次 乘法 运算 。 | 
最 后 ， 我 们 不 加 证 明 池 指出 公式 (5.11) 的 一 个 余 项 估计 
式 ~» 


BATT) (一 1 人力。 (5.12) 
这 显 当然 应 先 假定 产 ”(@) 在 [一 二 全 上 存在 并 连续 。 
例 试用 GQauss 公式 计算 定 积分 


-| dw 
ov (w+ GD 


,TS 。 


显然 , 如 作 变 数 答 换 4 一 务 ( 十 起, 则 上 述 积 分 的 积分 区 
罗 便 变 为 [一 妇 , 因而 便 可 直接 应 用 公式 (6.1) 。 自 然 也 可 
以 直接 利用 与 公式 (5. 切 完全 等 价 而 积分 区 间 是 [0, 可 的 屠 
个 Gauss 公式 ， 
(Fde ~ AF (oe), (5.1)" 
此 处 不 与 三 同 公式 (5. 力 中 的 hs 与 wy 的 关系 是 


好 ~ 末 4 成 一 卫 (m 十 苇 J 


在 Kpsrros 的 < 近似 计算 方法 讲义 > 一 书 中 曾 给 出 关于 
~ 二 35 的 诸 上 二 与 履 之 值 。 例 如 现在 假定 我 们 是 利用 


4 个 结 点 的 公式 (6.19" 来 计算 积分 工 出 由 查 袁 可知 - 


EE 
主演 


.699403 


Q.330009 


0 .68689991 0. 328673 


0.9340568 0.178927 


在 这 于 我 们 还 看 出 求 积 系 数 在 的 分 布 是 对 称 的 ， 并且 剖 十 
一 她 十 拘 一 4《 羡 即 结 点 位 置 对 [0, 1] 的 中 点 站 有 对 和 的 )。 
这 个 事实 其 实 对 一 般 的 % 来 说 也 都 成 立 。 

既然 有 了 访 与 避 的 具体 数值 ， 那 末代 入 公式 (5.D* 的 
肌 便 北 记得 到 记 和 要 的 各 分 人 


上 是 


同样 ,如 果 利 用 8 个 结 点 的 公式 来 计算 , 则 所 得 的 数值 是 
工 s0.4021t4。 这 与 上 上 面 所 得 的 结果 相 比 较 , 有 芋 位 小 数 是 相 


-2G * 


同 的 。 因 此 可 以 认为 所 得 的 结果 中 至 少 有 4 位 小 数 是 可 信 
的 :。 亦 即 可 取 0.4021, 


8 6. 三 钊 精确 度 与 周期 函数 的 求 积 公式 
在 实际 应 用 问题 中 有 时 遇 到 丙 期 函数 的 定 积分 ， 因 此 有 
必要 骨 讨 论 这 种 积分 的 近似 求 积 法 。 


假定 要 计算 的 积分 是 工 ~ | 。Fe)am 其 中 ja) 是 的 
2r 周期 连续 函数 , 即 f(z 二 az) = 了 (四 )， 我 们 希望 去 建立 带 有 
n 个 结 点 的 求 积 公式 ， 
| fdr Arf (on. (6.1) 
根据 Weierstirass 的 第 一 逼近 定理 ,用 三 角 客 项 式 


了 ft) = go > (Gp COB Ea Op qin Re) 


可 以 一 施 地 通 近 周期 连续 孙 数 ， 因此 自然 又 使 我 们 想到 用 三 
和 来 规定 求 积 公式 (6.1) 的 精确 度 。 
公式 (6.1) 对 任意 mm 次 三 角 多 项 式 说 来 都 精确 成 

立 ， 而 对 m 十 1 次 三 角 多 项 式 妈 不 恒 成 立 ,， 此 时 便 称 (6， 的 
三 角 精 确 度 沟 11。 

现在 我 们 来 证 明 无 论 怎样 选取 各 和 ww 都 不 能 使 公式 
(6.D 的 三 角 精 确 度 提高 到 关 m。 证 我们 考 虚 %* 次 三 角 多 项 
式 


fw) = J asin (X52), (6.2) 
其 中 为 16. 芒 右 端 求 积 和 中 的 缚 点 。 由 三 角 函数 的 和 积 互 


公式 易 验 证 开 个 三 角 老 项 式 的 乘积 仍 是 三 角 窗 项 式 ， 而 
次 数 等 于 连 习 的 多 项 式 的 次 数 之 和 。 因 此 (6.2) 显然 是 nn 次 


,277 


三 角 多 项 式 ， 假 如 设想 (6. 站 的 三 角 精 确 度 汪 n， 则 自 然 就 会 
有 


让 [二 sm (和 )]6= 训 4 (0) -0。 


但 上 式 的 堪 端 明明 是 >0， 这 个 矛盾 便 证 明了 (6. 卫 的 三 角 精 
确 度 无 论 如 何不 能 超过 一 1。 
进一步 还 可 以 证 明 (6. 了 ) 确实 可 以 达到 最 高 可 能 的 精确 
度 m 一 1。 这 其 实 只 须 取 等 虐 结 点 和 相等 的 系数 如 一 4 一 … 
一 4 即 可 办 到 。 
在 [0, 2z] 中 任 取 步 长 为 5- 生 的 等 距 结 点 


入 一 区 十 (一 二 再 (hol1, 2, ,nn), 
又 假 定 一 切 系 数 为 常数 (dy 一 机), 在 公式 (6. 卫 中 令 六 (0) 宇 L 
则 
广 w- 训 -m4 


因此 可 知 4 一 - 亚 。 从 而 , 公式 (6, 才 此 时 即 变 成 如 下 的 特 球 


形式 
Dw Dr 
| yao= 王 窜 fleo。 (6.3) 
易 验证 求 积 公式 (6.3) 确实 具有 三 角 精 确 度 mn 一 了 为 此 
只 须 取 了 (2) 一 二 oog mo， gin me (m 一 2 …， 一 1) 来 验证 
就 可 以 了 ,自然 同样 地 取 
foe Cm=0, 1, 2 Wl1y bm —1) 
来 验算 一 下 亦 就 驶 了 。 当然 mr 一 0 是 无 需 验 证 的 。 以 下 可 假 
定 0<m<n 一 1。 此 时 ,我 们 有 


=: 2 


人 7 (oaw -| ema Ow = om] 
另 一 方面 , 求 积 和 也 等 于 0, 原因 是 


Df (ow) 一 SY emcm th DE) 一 Bi em 
ma _ 2 
5 (Sm )-° -过 )。 
这 就 证 明了 关于 精度 所 作 的 断言 。 
显然 ， 如 时 被 积 函 数 的 周期 为 和 > 则 只 须 作 一 变数 代 
换 即 可 将 公式 (8, 局 变形 为 


jf Ww- 寺 六 fw + ELA], (6 ,4) 


其 中 0< 和 < 天- mr 一 本寺 (bh 一 DD)h bl, 六 站。 
例 ” 试 计算 椭 贺 积分 


[a 


和 dp 
= en, 
I | V1-~0.Bain’gy 


0 


注意 被 积 函 数 为 偶 请 数 , 且 周 期 为 ww， 因此 


1 13 
1-3| rs 


我 们 可 以 对 人 ~w 来 利用 公式 (6. 引 。 取 nn 一 6 及 关于 p=0 
为 对 黎 的 结 点 zsx= 圭 本 ,wss 一 土 于 ,oss= 十- 呈 mm 于 是 由 
(6,44 式 便 得 到 (注意 了 (2x) = 了 (一 vp)) 

27e 和 DD fm) 。 


如 暴 使 用 6 位 小 数 去 计算 , 则 得 工 = 工 .854007。 以 此 各 积分 
的 精确 值 


a 人 了 


相 比 较 , 可 匈 误差 只 是 第 五 位 小 数 上 的 7 个 单位 。 


第 八 章 习题 


1， 试 证 ?点 Newton-Cotes 公式 中 的 系数 满足 4s_sri Aw。 再 利 
用 这 个 结论 证 明 ， 和 如果， 是 奇数 ， 则 ?点 Newton-Cotes 公式 对 一 切 阶 
数 <n 的 多 项 式 是 准确 的 。 

2， 设 已 知 一 具有 人 次 代数 精度 的 求 积 公式 ， 试 证 明 对 此 公式 做 线 
性 变换 得 到 的 新 孙 积 公式 也 具有 4 次 代数 精度 。 

3. 试 证 明 , 只 要 积分 存在 , 则 复 化 梯形 公式 (2.9) 形 成 的 求 积 公 式 
序列 收敛 子 此 积分 的 真 值 (ps-> oo)。 

4， 试 求 关于 [9, BJ] 一 [一 切 和 pK) 一 吉 的 2 点 , 3 点 ,4 点 和 
点 Garss 公式 。 验 证 这 些 公式 交代 数 业 小 分 别 是 9, 5 了 和 9。 

5， 试 来 关于 [4, 一 [0, 菇 利 p(o) 一 加 的 3 点 Ganss 公式 。 

6， 斌 证 明 Xehley 公式 个 .了 1) 是 可 以 从 公式 (6. 多 推导 出 来 的 。 

7， 假定 已 知 求 积 公式 

| roazs Af 

其 中 4.>0， 且 它 对 了 Ce) 三 1 是 精确 的 。 荐 fw) 中 的 误差 最 多 是 
可 10- 试 证 明 由 这 个 公式 产生 的 误差 不 大 于 把 一 中 .五 10*。 


3， 证 朋 求 积 公式 
{fears 2 00)) — TF) —F C0) 


的 代数 精 户 寻 3 局 


4 0 


1 
上 


附录 Stirling 公式 的 证 明 . 


在 数 导 逼近 、 渐 近 分 析 、 概 率 理 论 、 统 计数 学 等 部 门 中 有 
着 广泛 应 用 的 Stirling 汤 近 公式 
nl~(n/Orv Dan (nc0) 
已 有 多 种 证 明 。 这 里 我 们 介绍 一 个 较 简 短 的 证 法 ; 坟 拱 参考 。 
在 初等 数学 分 析 的 范 南 内 来 证 明 Btirling 公式 ， 通 常 者 
须 用 及 下 列 两 个 熟知 的 极限 式 ， 


lm 一 VR CWallis 滋 积 )， 


fim ( 名 地 一 logn) -+ (Boler 常数 )。 


1 kn] 


下 面 米 证 明 Stirling 公式 。 注 意 


DD 。 
对 上 式 两 边 取 对 数 , 可 得 
nlogn— lopg nl 一 号 log (Lt1) -号 5og (1+F) 


-号 (- 3 证 + 总 % 
这 里 
+ 话 -. -< 


白 以 于 mrce 时 &.- 守 趋向 于 确定 信 。 


0 < oO— i 


* 区 


邻 将 上 而 的 等 式 改 写 为 下 述 形 式 ， 
nlogn— op nl! 


TT 1 于 (人 


nn 一 二 logn+& 


其 中 于 n>o0 时 ,变量 5 有 一 个 确定 的 极限 值 6 节 
包 一 一 1 一 二 (号 于 logn)+S， 36 (no0)eo 


于 是 从 上 曾 疏 写 后 的 等 式 两 边 取 反对 数 , 得 
Nn! Og Wn, 


要 一 了 1 二 
二 logn) 一 可 Ho0g2TNn 


也 其 
= (%/0) "NV 12 8", 

同 理 有 

(Qn) ! = (Qn fe) % Bn ats, 

因为 Hm es 一 也 mn en 一 此 所以 只 须 将 上 这 景 后 两 式 代入 
Waltis 和 腰 积 ， 立即 便 训 得 到 
lim g 60"f Vy Dor . 

这 就 导出 了 所 证 公式 … 

Nl OT Dorn (er>cc) 。 


二 学 。 


T1] 


L21 


L313 


E4] 


E53] 


[L$] 
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